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1 Lineare Gleichungssysteme

1.1 Einstiegsbeispiel

Eine Grundaufgabe der Linearen Algebra ist die Untersuchung Linearer Gleichungs-
systeme und ihrer Losungsmengen. Lineare Gleichungssysteme kannst du schon?
Mag sein. Geltst hast du bestimmt schon welche, zahllose inner— und auflerma-
thematische Anwendungen fiihren letztlich auf ein Lineares Gleichungssystem®. Ich
gebe zunéchst verbindlich vor, wie du so ein System aufschreibst und wie du es 16st;
Kraut— und Riibenmethoden sind verboten.

Nehmen wir als Beispiel dieses LGS:

T, —2x9+x3 = 8
3501 + 5:62 + 21‘3 = -1
72561 + To — 51‘3 = —19

Die Variablen stehen sauber unter einander. Eigentlich kommt es dann nur auf die
Vorfaktoren an; die Stellen, an denen sie stehen, veraten, zu welchen Variablen sie
gehoren. Zieht man diesen Gedanken konsequent durch, schreibt man das System
s0:

3 5 2 1 (1)
2 1 -5 | -19

Dieses System bringst du mit dem Gauflschen Algorithmus auf Treppenform.
Dabei addierst du zur zweiten und zur dritten Gleichung geeignete Vielfache der
ersten Gleichung, so dass in der ersten Spalte in den Zeilen zwei und drei jeweils eine
Null steht. Danach fihrst du entsprechend mit der zweiten Spalte fort. Auf diese
Weise ist sichergestellt, dass das neue System (das jeweils komplett hingeschrieben
wird!) die gleichen Losungen wie das alte hat. Die Umformungen notierst du stets
hinter der Gleichung. Erster Arbeitsgang:

1 -2 1 8 r = 1
0 11 -1 =25 II' = II—-3x1I
0 -3 -3 -3 III' = III+4+2x1I

Und der zweite (erste Gleichung nicht mehr anfassen!):

1 -2 1 8 I = r
0 11 -1 —-25 II" = 1r
0 0 =3 | - 11" = HI'+ &Il

Nun kommt die Ernte: Die letzte Gleichung des letzten Systems lautet ausge-
schrieben —%m = —%, und daraus ergibt sich 3 = 3. Die zweite Gleichung heif3t
dann 11z — 3 = —25, also ist z2 = —2. Die erste Gleichung (des letzten Systems)
legt nun x; fest: 1 — 2+ (—2) + 3 =8, also 21 = 1. Fertig! Du siehst, welchen Sinn
es hat, das System in Treppenform zu bringen: man kann die Variablen von unten

der Reihe nach ausrechnen.

Lein LGS, wie wir von nun an kurz sagen wollen



1.2 Der Spaltenraum R"

Als wir unser LGS in Gleichung (1) auf der Seite 4 15sten, fanden wir z; = 1,
z2 = —2 und z3 = 3. Wieviele Losungen hat das System denn nun? Die Antwort
ist: Genau eine. Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, erschafft man neue Ob-
jekte, ndmlich Spaltenvektoren. Einzige Losung des Systems in Gleichung (1) ist
der Spaltenvektor

1 Definition
Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ist der Spaltenraum R" die Menge

R" := . T1,%2,...,Tn €R

Die Elemente des R™ nennen wir Spaltenvektoren, wir bezeichnen sie mit &, a, b
und so weiter. Und wenn nichts anderes gesagt ist, bezeichnen wir die Eintréige des
Vektors @ mit a1, as, ..., a,.

Was du hier siehst, ist ziemlich typisch fiir (moderne) Algebra. Man erschafft
neue Objekte, zum Teil von schwindelerregender Komplexitit, und ,,rechnet damit.
Fiir die Spaltenvektoren hat man eine Addition, das heifit, man kann fiir beliebige
Z,7 € R™ stets die Summe & + 3 bilden, und fiir jede Zahl » € R und 7 € R" das
Vielfache r#. Diese Rechenarten sind so definiert:

2 Definition
Fiir Z,i € R™ und r € R definiert man Summen und Vielfache durch

T U1 T+
- T2 Y2 T2 + Y2
T4y = S+ = ) und
X1 rTry
. X9 rIo
re = r =
Tn Iy



Es ist kein Zufall, dass man fiir die neuen Rechenarten die Bezeichnungen +
und - verwendet; sie verhalten sich sehr weitgehend wie Summen und Produkte.
Fiir die Addition gelten das Kommutativgesetz und Assoziativgesetz, das heifit, fiir
alle Z,7, 2 € R™ ist

T4y =¢+Z ud (T+9+Z =T+ H+32) .
Und fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl gilt
(r+s) = rd+s¥ sowie r(Z+¢y) = rf+ry und r(s¥) = (rs)¥

fiir alle r, s € R und alle 7,y € R™.

Die Giiltigkeit dieser Regeln ergibt sich aus den vertrauten Regeln fiir das Rech-
nen mit reellen Zahlen. Beispielsweise ist fiir n = 2

T2 Y2 T2 + Y2 Y2 + X2 Y2 T2
Dies sind die Regeln, die du fiir praktische Rechnungen brauchst. Will man
einen abstrakten Vektorraum definieren, braucht man noch ein paar mehr. Wegen

Timons ratlosem Gesicht lasse ich die erstmal weg; wenn man nur im R" rechnen
will, braucht man sie in der Tat nicht.

Nur keine Panik, Jungs. Die Lineare Algebra ist zwar eine abstrakte Theorie,
aber die neuen Objekte und Rechenarten haben anschauliche geometrische Deu-
tungen. Und mit den neuen Begriffen werden die LGS klar und durchsichtig. Gu-
te Begriffe und Bezeichnungen kénnen ein Problem zur Routineaufgabe machen,
schlechte zu einer sehr haarigen Angelegenheit.



1.3 Die Vektor—Matrix—Schreibweise eines LGS

Schaue noch einmal auf das LGS auf Seite 4 in der Darstellung in Gleichung (1).
Auch zum Koeffizientenschema auf der linken Seite erschafft man ein Objekt eigenen
Rechts, und zwar eine Matrix. Matrizen bezeichnet man mit groflen lateinischen
Buchstaben. Hier ist

eine 3 x 3-Matrix. Eine m x n—-Matrix A hat m Zeilen und n Spalten. Der Eintrag,
der in der i—ten Zeile an der j—ten Stelle der Matrix A steht, wird mit a;; bezeichnet.
Bei unserem Beispiel wire as; = 3 und aqs3 = 2. Mit

X1 8
T = | g und b= | 1
I3 19

schreibt man das ganze LGS kurz und elegant als
AZ =1 .

Zwischen A und 7 steht wieder ein Malpunkt, und die Multiplikation eines Vektors
mit einer Matrix geschieht dabei so, dass bei AZ genau der Spaltenvektor heraus-
kommt, der aus den linken Seiten des LGS in der urspriinglichen Gestalt besteht. Ich
schreibe das formal halbwegs sauber hin, obwohl dich vielleicht ein leichtes Grauen
befillt, wenn du das siehst.

3 Definition
Das Produkt einer m x n—Matrix A mit einem Vektor & € R™ ist der Vektor i € R™
mit den Eintrédgen

n
Yi = Qj1T1 + 0% + ...+ AinTy = E a;pry fiiri=1,2,...,m.
k=1

1.4 Ein LGS, das nicht eindeutig losbar ist

Wenn wir ein LGS AZ = b l6sen sollen, wenden wir den GauBschen Algorithmus
an. Bei einer quadratischen Matrix A, bei der das LGS genau so viele Gleichungen
hat wie es Unbekannte gibt, kann das so laufen, dass eine vollstéandige Treppe her-
auskommt; wir rechnen die (dann eindeutig bestimmte) Losung aus und alles ist
gut. Es kann aber auch so laufen, dass eine ganze Matrixzeile (oder gar mehrere)
praktisch wegfillt, weil es darin nur noch Nullen gibt. Das letzte erhaltene System
kénnte also etwa so aussehen:?

1 1 =2 8
0 -1 11 25
0 O 0 c

Hier sind nun zwei Fille moglich:

1. Falls ¢ # 0 ist, ist die Sache klar: Das LGS hat keine Losung.

2Das ist das System von Seite 4; ich habe nur zwei Spalten vertauscht, damit nicht so furchtbare
Zahlen auftreten.



2. Falls ¢ = 0 ist, steht da
1 1 =2 8
0 -1 11 25 -
0 0 0 0

Die letzte Gleichung sollte eigentlich x3 festlegen, aber sie ist fiir jedes beliebige
Z € R? erfiillt. Wir setzen fiir 25 eine Variable ¢ ein und berechnen damit wie
iiblich 2 und 1. Das fiithrt zu z9 = 11t — 25 und weiter zu

21 = 8—dy+2x5 = 8— (11t —25)+2t = —9t+33 .

Fiir ¢ k6nnen wir einsetzen, was wir wollen, wir ergibt sich immer eine Lésung
des LGS. Die gesamte Losungsmenge hat unendlich viele Losungen, sie ist
,durch den Parameter ¢t parametrisiert*:

—9t + 33
L = 11t —25 }teR
¢

Mit Hilfe unserer neuen Rechenarten zerlegen wir den allgemeinen Vektor Z(t)
der Losungsmenge in

—9t + 33 —9¢ 33 -9 +33
Z(t) = [ 11¢-25 e |+ —25 =tf11|+]|-25
t t 0 1 0

Ergebnis: Das LGS hat also entweder iiberhaupt keine Losung oder gleich un-
endlich viele, und zwar so viele, wie es reelle Zahlen gibt. Welcher der beiden Fille
vorliegt, héngt nur von der rechten Seite b des LGS ab. Ob ein System eindeutig
losbar ist oder nicht, hdngt dagegen einzig und allen von der Koeffizientenmatrix
ab, denn auf der linken Seite entscheidet sich, ob eine komplette Treppenform her-
auskommt.



1.5 Numerische Komplikationen
Aufgabe. Wir wollen das folgende Gleichungssystem losen:

$1+\/§362 = \/§
\/§$1+2$2 = 6+5

Dabei sei einmal § = 0 und einmal § = 10729,

Losung. Wir schreiben das System in der iiblichen Form

1 V2 V3
V2 2 V646

Um es auf Treppenform zu bringen, subtrahieren wir das v/2-fache der ersten Glei-
chung von der zweiten. Es ergibt sich

1 V2 V3
0 0 V6+0—6

Damit ist die Sache klar: Fiir § # 0 ist die Losungsmenge leer, fiir 6 = 0 gibt
es unendlich viele Losungen! Dein Taschenrechner kann aber /6 und /6 + ¢ fiir
d = 10720 {iberhaupt nicht unterscheiden! Und wenn du die Wurzeln auf meinetwe-
gen vier Nachkommastellen rundest, bekommst du ein eindeutig 16sbares System.
Probiere es selbst aus!

Was lernen wir daraus? Vertraue nicht blind dem Rechner, sondern sei auf der
Hut!



1.6 Einige Anwendungen, die auf LGS fiihren
1.6.1 Ein Beispiel aus der Geometrie

Gegeben sei ein Dreieck ABC. Kann man Punkte P auf ¢, @ auf ¢ und R auf b so
finden, dass d(4, P) = d(A, R) und d(B, P) = d(B, Q) und d(C, Q) = d(C, R) ist?

Abbildung 1: Teilstrecken, die eine Ecke gemeinsam haben, sollen jeweils gleich lang
sein

Wenn wir die Bezeichnungen wie in Abbildung 1 wéhlen, erhalten wir das LGS

1 1 0 X c
0 1 1 | = |a
1 0 1 I3

Mit Hilfe des Gauflschen Algorithmus bringen wir die linke Seite des Systems leicht
auf Dreiecksform:

1 1 0 c
0 1 1 a )
0 0 2 b—c+a

und wir sehen, dass es genau eine Losung gibt, ganz gleich, wie grof} die Seitenléngen
a, b und c sind.

Das Ergebnis ist eigentlich nicht iiberraschend: die Berithrpunkte des Inkreises
des Dreiecks mit den Seiten teilen die Seiten genau so, wie es verlangt ist. Klar?

-

Abbildung 2: Der Inkreis beriihrt die Seiten in den richtigen Punkten

10



1.6.2 Zwei Steckbriefaufgaben aus der Analysis

1. Aufgabe. Gesucht ist die Gleichung einer Parabel, die durch die Punkte
(—1]8), (1]0) und (4/3) geht.

Lésung. Mit dem Ansatz p(z) = ax? + bx + c fiir den Parabelterm liefern
die gegebenen Bedingungen ein 3 x 3-LGS fiir die Variablen a,b und c. In
Vektor—Matrix—Schreibweise kénnte es zum Beispiel so aussehen:

16 4 1) \c

Nach einem Gauflschritt haben wir

1 1 1 0
0 -2 0 8 5
0 —12 -15 3
das hat zwar nicht die klassische Treppenform, aber man kann die (eindeutig

bestimmte!) Losung sofort berechnen, indem man erst die zweite Gleichung
ausnutzt. Es ist b = —4, ¢ = 3 und a = 1, der gesuchte Parabelterm also

plz) =2® —4ax+3 .

2. Aufgabe. Gesucht ist der Term p(x) einer quadratischen Funktion, fiir den
p(=1) = p(3) =2 und p'(1) = 0 gilt.
Lésung: Die Aufgabe sieht der vorigen sehr dhnlich. Wir beginnen mit dem
gleichen Ansatz p(x) = ax? + bx + ¢, berechnen p/(z) = 2ax + b und bilden
wieder das 3 x 3-LGS, das sich aus den Bedingungen ergibt. Es lautet

1 -1 1 a
1 0 = 0 )
9 3 1 c

1 -1 1 2
0 3 -2 —4
0 12 -8 —16
schlieflich
1 -1 1 2
0 3 -2 —4
0 0

11



Das System hat unendlich viele Lésungen, und das muss auch so sein, wie du
siehst, wenn du dir klarmachst, was die Bedingungen fiir den Graphen der
Funktion bedeuten: aus p(1) = p(3) folgt sofort, dass p’(1) = 0 sein muss.

Als Losungsmenge erhalten wir
2
2 _
= 4
L -2+t
0

W=

2 teR
3
1

Jedes Element der Losungsmenge liefert eine Parabel. Die Bedingungen wer-
den von allen Kurven der Parabelschar

(z) = 2 ) e (C2 2 et
PR =\373")" 373)7

erfiillt.

12



1.6.3 Ein System von Wasserleitungen

Hier siehst du ein System von Wasserleitungen.® Die Zahlen geben jeweils an, wie-
viele Liter je Minute in das System hinein oder aus ihm herausflieen. Es soll keine
zeitliche Verdnderung geben, das System soll sich also ,in einem stationdren Zu-
stand“ befinden. Wie grofl miissen dann die Werte der x; sein, die angeben, wieviele
Liter je Minute durch die entsprechenden Rohre flieBen?

100 -5
300 D c 100
&3
l Ty ZTo T
Z1
50 > 150
A B

25 50

Abbildung 3: Ein System von Wasserleitungen

Losung. Mit der Angabe, dass sich das System in einem stationéren Zustand
befindet, gebe ich den Hinweis, dass in jeden der vier Schnittpunkte in einer Zeit-
einheit soviel Wasser hineinlaufen muss, wie auch herausléuft, sonst gidbe es dort
ewig sprudelnde Quellen oder ewig schluckende Senken. Man macht nun fiir jeden
Punkt eine Bilanz und erhélt so vier Gleichungen:

A: z4=21+25+50

B: zy=x1+50+ 150
C: x3=x9-+100-25
D: x4 =3+ 100—- 300

Diese Gleichungen bilden ein 4 x 4-LGS. In Vektor-Matrix—Schreibweise sieht das
SO aus:

10 o0 -1\ [« 75
1 -1 0 0 |]|a| _ |-200
0 1 -1 o0 ||x| | -m
0 0 1 -1/ \u 200

3Das Beispiel stammt aus Kroll/Reiffert/Vaupel, Analytische Geometrie / Lineare Algebra,
Bonn 1997 (S.95). Statt Rohren und Wasser kannst du auch an Strafien und Autos denken.

13



Der Gauflsche Algorithmus macht daraus schliefflich

1 0 -1 —75
-1 1 —125
0 -1 1 —200

0 0 0

Das System hat unendlich viele Losungen, z4 ist frei wiahlbar. Als Losungsmenge
habe ich heraus

—75 1
L = B0 Jeer V|

200 1

0 1

rechne das nach!

14



1.6.4 Numerische Lésung einer Randwertaufgabe

Nun folgt ein etwas komplexeres Beispiel, das aber sehr typisch ist. Zahllose Proble-
me aus Anwendungssituationen werden auf dhnliche Weise mit Hilfe von LGS gelost.
Nicht selten sind die Systeme sehr grof}, die gelost werden miissen; wir begniigen
uns aber mit einem kleinen Beispiel. Los geht’s!

1. Ausgangssituation
Ein Massenpunkt M héngt an einer Schraubenfeder. Bringt man den Punkt
etwas aus seiner Ruhelage, indem man ihn senkrecht nach unten zieht, und
ldsst ihn dann los, schwingt er auf und ab. Zur Zeit x befinde sich der Mas-
senpunkt an der Stelle y = f(z). Die Physik lehrt, dass die Funktion f die

Differentialgleichung
(@) = —cf(a) (2)

erfiillt. Dabei ist ¢ eine positive Konstante, die z.B. von der Feder abhéngt.

2. Problemstellung
Wir gehen davon aus, dass wir beobachtet haben, wo sich der Massenpunkt
zu den Zeiten x = 0 und z = 1 befand, und dass wir den Wert von ¢ kennen.
Unsere Aufgabe lautet dann: Bestimme eine Funktion

f mit f’(z) = —cf(z) und f(0) = a und f(1) = b. (3)

Eine solche Aufgabe heifit Randwertaufgabe. Timon hatte die Zahlen ¢ = 5,
a = f(0) =4und b = f(1) = 6 gewihlt; wenn dir das hilft, nimm die
konkreten Werte.

3. Diskretisierung
Von der Differentialgleichung (2) kommt man zu einem LGS, indem man dis-
kretisiert: Man ersetzt die Ableitungen durch Differenzenquotienten. Zum
Beispiel ist in sehr guter Ndherung

) 1 _ flz+Ax) — f(z)
! <z+§Az> - Ax

und

(o= 1as) ~ L)z Szt

Setzt man diese Terme in die entsprechende Néherung

" N 1! (ac + le) —f (Jc — lAac)
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ein, ergibt sich nach etwas Bruchrechnung

noy o f@—Ax) = 2f(x) + flz + Az)

. Konstruktion des LGS

Man geht nun folgendermafien vor. Man teilt das betrachtete Intervall [0, 1]
der z—Achse durch n Zwischenstellen x1, xs, . . ., 2, in n+1 Abschnitte gleicher
Lange Az = %_H ein. Vom Graphen der gesuchten Funktion f kennt man die

Punkte (0]|a) und (1]b), und man hétte gern die Punkte

('T1|yl)a ($2|y2)’ R (wnlyn)

des Graphen von f. Beachtet man, dass f”(x) = —cf(z) ist, liefert Gleichung
(4) nach Multiplikation mit (Ax)? die Néherung

—cf(@)(Ax)? = f(x—Azx) —2f(z)+ f(x+ Ax)
Also gilt
fl@ = Az) + (=2 + c(Ax)?) f(2) + f(z + Az) = 0 . (5)

Wir setzen nun fiir 2 der Reihe nach die Zwischenwerte x1, 2o, ..., 2k, ..., Ty
ein. Wenn = = zy, ist, ist © — Az = x_1 und = + Az = x441. Fir die
Funktionswerte f(zx) usw. schreiben wir y; usw. Dann erhalten wir

Uro1 4+ (=24 c(A2))yr + ypy1 ~ 0 firk=1,2,3,...,n.

Wir machen aus dem = ein =, dann haben wir n Gleichungen fiir Ndherungs-
werte der gesuchten Funktionswerte y1, s, . . ., yn vor uns, also ein n x n—LGS.
Das muss man l6sen.

. Konkretes LGS fiir Timons Daten fiir n = 3

Fiir n = 3 ist Az = 0.25, also —2 + ¢(Az)? = —1,6875. Beachte, dass Timon
yo = f(0) = 4 und y4 = f(1) = 6 gewilhlt hat. Die Konstanten yo und y,
bringt man auf die rechte Seite. Dann sieht das LGS so aus:

—1.6875 1 0 —4
1 —1.6875 1 0
0 1 —1.6875 —6

Fiir n = 4 bekommt man entsprechend

18 1 0 0 —4
1 18 1 0 0
0 1 —18 1 ’
0 0 1 —18 | -6

ich hoffe, du hast einen Eindruck, wie sich die Matrix bei wachsendem n weiter
entwickelt. In jeder Zeile sind nur drei Werte ungleich 0.

. Ergebnis

Timons Gleichungssystem hatten wir schon in der Stunde gelost. Damit haben
wir Ndherungswerte fiir die Funktionswerte f(z1), f(22), f(x3). Diese liefern
uns Punkte, die in der N&he des Graphen der exakten Losung der Randwert-
aufgabe liegen sollten. Wie gut das geklappt hat, zeigt Abbildung 4. Die Kurve
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ist der Graph der exakten Losing des Problems, der Polygonzug verbindet die
Punkte (x|gx), wobei gy jeweils der Niaherungswert fiir f(zy) ist. Die Losung
passt schon fiir unser Beispiel mit n = 3 erstaunlich gut, bei n = 10 kann man
die beiden Graphen kaum noch unterscheiden.*

Abbildung 4: Exakte Losung fiir Timons Daten und Néherungslosung dazu fir n = 3
(links) und fiir n = 10 (rechts)

7. Mehr Schwingungen
Wenn das ¢ grofer gewiihlt wird, macht die Losungskurve im Intervall [0, 1]
mehr Schwingungen. Mit kleinen n kommt man dann nicht mehr weit: schaue
dir Abbildung 5 auf Seite 18 an!

8. Fragen und Aufgaben zur Vertiefung

(a) Rechne nach, dass f(z) = Bsin(wz) eine Losung der Differentialglei-
chung (2) ist, und bestimme B und w so, f(z) die Randwertaufgabe mit
a =0 und b = 6 1ost.

(b) Stelle das LGS fiir Timons Daten und n = 5 auf.

¢) Rekapituliere, wie die Ndherungen zustande kommen. Zeichne auch Skiz-
g
zZen.

4Falls MuPAD bei dir liuft, kannst du mit randwertAufg.mn selbst Beispiele rechnen.
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Abbildung 5: Exakte Losung fiir ¢ = 80, a = 4, b = 6 und Néaherungslosung dazu
fiir n = 3 (oben), fiir n = 20 (Mitte) und n = 50 (unten)
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1.6.5 Eine Mischungsaufgabe

In dem Buch von Artmann und To6rner steht gleich zu Anfang eine Mischungsauf-
gabe, die auf ein LGS fithrt. Man hat vier verschiedene Aluminiumlegierungen, die
jeweils Titan und Chrom in bestimmten Anteilen enthalten. Die Frage ist, ob sich
eine gewiinschte Aluminiumlegierung aus diesen vier Sorten mischen ldsst. Diese
Frage fiihrt auf das 3 x 4-LGS

1 1 1 1 1
0.06 0.01 0.04 0.03[Z = [0.04
0.01 0.03 0 0.04 0.02

Die Eintrdge von Z sind die Mengen der vier Sorten (in Mengeneinheiten), die
zusammen eine Mengeneinheit der neuen Sorte ergeben sollen. Die zweite Gleichung
ist eine Titanbilanz, die dritte eine Chrombilanz.’

Da wir eine Gleichung zu wenig haben, kann von vornherein keine vollsténdige
Treppenform herauskommen. Der Gaufische Algorithmus fiithrt zu dem System

1 1 1 1 1
0 —-0.05 -0.02 -0.03 —-0.02
0 0 —0.018 0.018 0.002

Die Losungsmenge des Systems ist

2 2
2_¢ 2 ~1
4 _ 4 4 -1
L = 91 teR = 91 +t teR
-5+t -1 1
t 0 1

Nicht alle Losungen des Systems sind im praktischen Kontext brauchbar; denn
die Eintrdge eines Losungsvektors sind ja Maflzahlen von Mengeneinheiten, sie
diirfen nicht negativ sein. Es muss also gelten

2 4 1
tgg und t§§ und t2§ und t>0 ,
insgesamt folglich
l<1§<é
9~ —9

Der Preis einer Mengeneinheit ist dann

2 2 t +4 t+3 1+t +2t—2t+13
3 9 9 o 9 ’

die giinstigste Mischung ist die zu ¢t = %, und eine Mengeneinheit davon kostet %
TDM.

5Das musst du dir gut klarmachen!
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2 Matrixabbildungen 1

2.1 Nachdenken iiber Gleichungen

Es gibt Gleichungen, die in gewissem Sinne allgemeingiiltig sind, wie a +b=0b+ a
oder (f(g(x))) = f'(g9(x))g'(x). Solche Gleichungen formulieren Gesetze. Du be-
gegnest aber héufig Gleichungen, bei denen du suchen sollst, was man fiir eine
Variable einsetzen muss, damit da etwas Wahres steht. Ein Beispiel fiir eine solche
Bestimmungsgleichung ist die Differentialgleichung

/

y' = —5y oder, anders geschrieben f'(z) = —5f(z) .
Hier ist das gesuchte Objekt eine Funktion, bei der Gleichung

AZ = b
mit einer m x n—Matrix A dagegen ein Spaltenvektor des R™.

Urspriinglich waren es immer nur Zahlen, die du zu Gleichungen wie
2 — 82" +3z—123 = 0 oder 2°—8z+20 = 0

suchen solltest.

Aufgabe. Bestimme k so, dass y = f(z) = e** eine Losung der Differentialglei-
chung oben ist.

2.2 Gleichungen und Funktionen

Fiir die Gleichungen A% = b und 22 — 8z + 20 = 0 haben wir Losungsalgorithmen.
Anders sieht das bei dem Beispiel

22— 822 4+3x—124 = 0

aus, da haben wir eigentlich nur N#iherungsverfahren zur Hand. Aber wir wissen
genau, dass die Gleichung mindestens eine Losung haben muss: Wir sehen die linke
Seite als Term einer Funktion

fraxra®—8z2+3z—124

an. Fiir  gegen unendlich strebt f(z) gegen unendlich, fiir  gegen minus unendlich
strebt f(z) gegen minus unendlich. Das heift, f(z) nimmt bestimmt sowohl positive
als auch negative Werte an, und da der Graph von f eine durchgezogene Linie ist,
muss er die x—Achse schneiden, und die Stellen, an denen er das tut, sind genau die
Losungen der Gleichung.

Das ist dir so vertraut, dass es dich vielleicht irritiert, dass ich das breit auswalze.
Aber damit will ich dich nur darauf einstimmen, dass ich bei der Vektor-Matrix—
Gleichung AZ = b die linke Seite als Term einer Funktion

p: T AT (6)

ansehe, der durch die Matrix A gegebenen Matrixabbildung. Das Studium solcher
Abbildungen® lohnt um seiner selbst willen, und es bringt neue Einsichten in der
Raumgeometrie und {iber Losungsmengen von LGS.

6 Abbildung und Funktion sind zwei Worte fiir die selbe Sache. In der Analysis sagt man eher
Funktion, in der Algebra eher Abbildung.
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2.3 Gesetze der Matrix—Vektor—Multiplikation

4 Lemma
Es sei A eine m x n—Matrix. Dann gilt fiir alle ¥,y € R™ und alle f € R

A@+7Y) = AZ+ Ay und A(rZ) = r(AZ)

Der Beweis ist nicht weiter tiefsinnig: man schreibt jeweils aus, was auf der
rechten und auf der linken Seite steht, dann sieht man, dass die Terme gleich sind.
Fiithre das mal fiir eine allgemeine 2 x 2-Matrix durch.

Diese schlichten Regeln gewinnen eine enorme Aussagekraft, wenn man sie geo-
metrisch deutet. Fiir ein 7 € R3, ¥ # 0, ist

{rd|r eR}

so etwas wie eine Gerade durch den Nullpunkt. Das Bild dieser Geraden unter einer
Matrixabbildung ¢ : & > AT ist dann” wegen

A(rv) = r(A?)

eine Gerade durch den Nullpunkt im Bildraum.® Und das Bild einer Geraden im
Ursprungsraum mit Stiitzvektor @ und Richtungsvektor ¢ ist (im Allgemeinen) eine
Gerade im Bildraum mit Stiitzvektor Ad und Richtungsvektor Av. Matrixabbildun-
gen sind mit geometrischen Strukturen vertriglich, und das macht sie zu niitzlichen
Werkzeugen in der Geometrie!

7im Allgemeinen! Uber die Ausnahme sprechen wir spiiter.
8Mehr noch: durch den Parameter r gestiftete Muster auf der Originalgeraden werden auf die
Bildgerade tibertragen. Ich erklire das noch ausfiihrlicher.
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2.4 Bilderbuch zu Matrixabbildungen der Ebene

Schau, hier habe ich eine nette Sammlung von 2 x 2-Matrizen:

My = Lo ; My = 20 ; My = Lo )
0 1 0 1 0 2
Ms — 2 0 ’ M,y = -1 0 ’ Ms — 0 1 ’
0 2 0 1 1 0
Mg — 2 -1 , M, — 2 2
1 2 1 4

Jede der Matrizen definiert eine Matrixabbildung. Diese Matrixabbildungen habe
ich jeweils auf die folgende Figur angewandt:

Abbildung 6: Originalfigur in der Ebene

Die Ergebnisse siehst du in Abbildung 7 auf der Seite 23, und zwar jeweils Figur
und Bildfigur. Versuche, bei jeder Matrix die geometrische Wirkung zu sehen, und
ordne die Bilder den Matrizen zu. Ein Bild fehlt iibrigens; zu welcher Matrix gehort
es?

Nebenbei: alle Matrizen gehoren zu Abbildungen, die in der Geometrie verwandt
werden — aufler einer, das ist eine Kraut—und-Rueben—Matrix.
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vy, 4 vl
2 4
1 2
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2
X X
vl vy, 4
4
2 1
0
0 2 4 -2 -1 0 1 2
X X
vy, 4 y
6L
2
o
1
2
0 + k +
0 1 2 3 -2 0 2 4
X X
y
10
5
0

Abbildung 7: Sammlung von Paaren aus Urbild (schwarz) und Bild (blau)
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3 Raumgeometrie: Punkte, Geraden, Ebenen

3.1 Einfiihrung: Algebra und Geometrie

Du hast gelernt, mit LGS umzugehen, du kennst den Spaltenraum R"™, du weif3t, dass
man die Elemente des R™ als Vektoren bezeichnet, und du kannst damit rechnen,
dir sind Matrizen begegnet, zuerst als Koeffizientenschema bei LGS, du kannst mit
Hilfe der Vektor—-Matrix—Multiplikation LGS in der Form A¥ = b schreiben und du
hast gelernt, dass durch die Matrix A eine Matrixabbildung ¢ : & — AZ gegeben ist.
All das gehort zur Linearen Algebra. Es wird nun Zeit, einen Blick auf das zweite
Gebiet im Namen des Halbjahrsthemas zu werfen, also auf die Geometrie.

Historisch gesehen lief das alles anders herum: die Geometrie ist uralt; die Li-
neare Algebra wurde erst ziemlich spét entwickelt, und die Begriffsbildungen der
Linearen Algebra sind stark durch geometrische Vorstellungen motiviert. Ich will
damit nur sagen, dass zwischen diesen beiden Gebieten eine enge Beziehung besteht,
und etwas davon sollst du nun zu sehen bekommen.

Wir verwenden den R™ konkret fiir n = 3. Zu jedem ¥ € R? gehort in natiirlicher
Weise, wenn man ein Koordinatensystem festgelegt hat, ein Raumpunkt X:

Z1
T = |a| = X(@i|rzlrs) (7)

€3

Das ist erst einmal unkritisch. Heikler wird es, wenn wir in der Geometrie nachbil-
den, was 7 + ¢ und rZ bedeuten. Mit Punkten rechnen wir nicht!

Es gibt hier zwei Ansétze, jeder hat Vor— und Nachteile. Einmal denkt man sich
zu T den Pfeil, der im Raum vom Nullpunkt zum Punkt X zeigt — man spricht
von Ortsvektoren. Zu r% gehort dann der Pfeil, den man bekommt, wenn man
den Pfeil zu & am Nullpunkt mit dem Faktor r zentrisch streckt. Der neue Pfeil
hat die |r|-fache Linge des alten; fiir » > 0 zeigt er in die gleiche Richtung, fiir
r < 0 ist er umgedreht. Zu 7 + i gehort der Pfeil, den du bekommst, wenn du den
Pfeil zu ¢ so parallel verschiebst, dass er an der Spitze des Pfeils zu & beginnt —
das ist die Resultierende des alten Krifteparallelogramms aus der Mittelstufenphy-
sik. Der Nullpunkt, die Punkte X, Y und der neue Punkt Z zu & + ¢ bilden ein
Parallelogramm OX ZY (siehe Abbildung 8 auf Seite 25).

Das Problem bei der Sache ist, dass man zu Punkten P und @ auch den Pfeil
1@ bilden will, der bei P beginnt und bei @ endet. Der Spaltenvektor zu diesem
Pfeil ist ¢ — P, aber der gehort ja eigentlich schon zu einem anderen Pfeil, der im
Nullpunkt beginnt. Mit dieser Mehrdeutigkeit muss man leben, wenn man nicht
einen sehr sperrigen Apparat hochfahren will.

Die Mehrdeutigkeit wird vermieden, wenn man unter ¥ die Parallelverschie-
bung des Raumes versteht, die den Nullpunkt in den Punkt X bringt. Sauber ist
das dann; ob es fiir dich hilfreich ist, musst du selbst herausfinden.

Ist die Korrespondenz zwischen Punkten und Spaltenvektoren erst einmal eta-
bliert, kann man geometrische Objekte des Raumes mit Hilfe algebraischer Kon-
struktionen im R? nachbilden — und sie damit identifizieren und rechnerischer Be-
handlung zugénglich machen:

{rd|reR} +— Gerade OV (8)
{@+rv|reR} <— zur Geraden OV parallele Gerade durch A  (9)

24



Abbildung 8: Geometrische Bedeutung von & 4 ¢ und von r&

Abbildung 9: ¢ — p und der Pfeil von P nach @

Freilich darf hier @ nicht der Nullvektor 0 sein.

Ich setze das gleich mal ein wenig fort: Zu Raumpunkten A und B mit den

Ortsvektoren @ und b bilden wir
die Gerade AB {@'—i—t(l;—d’ﬂteR} : (10)
die Strecke AB {@’+t(5—d’)|0§t§1} (11)
und den

- 1
Mittelpunkt M der Strecke AB  + m = ad+ 5(()—&') = 5(&’—1— ) . (12)
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3.2 Geraden

Die vektorielle Beschreibung von Geraden mit Hilfe von Mengen ist etwas unhand-
lich. Weil man sehr viel mit Geraden zu tun hat, wurden da besondere Sprech— und
Schreibweisen entwickelt.

Man nennt die Gerade zur Vektormenge
{@+rv|reR}

die Gerade mit dem Stiitzvektor @ und dem Richtungsvektor v. Freilich darfst
du nie den Nullvektor als Richtungsvektor nehmen: ¢ # 0. Wenn die Gerade mei-
netwegen den Namen g trégt, schreibt man

g F(t)=d+tv (13)

und nennt Z(t) den allgemeinen Vektor von g. Eigentlich ist, wenn man das
so schreibt, Z eine Parameterdarstellung, hier eine Abbildung R — R3, aber das
erwahne ich nur, um an Bekanntes anzukniipfen.

Die Gerade AB durch (zwei verschiedene) Punkte A und B erhilt man dann
sofort in der Form
AB: #(t) = G+tAB .
Andere hier nichts ab: Jeder Punkt der Geraden bekommt durch diese Darstellung

einen Parameterwert, der Punkt A den Wert ¢t = 0, der Punkt B den Wert ¢t = 1,

der Mittelpunkt der Strecke AB der Wert t = %

Abbildung 10: Gerade AB durch A und B

Anmerkung. So, halten wir einmal kurz inne, bevor wir auf technische Fragen
kommen. Schaue dir diese Aussage an — sie ist veranschaulicht in Abbildung 11 auf
Seite 27:

Die Geraden
g: Zt)=a+tr  und h: ij(s) =b+ s

sind genau dann parallel, wenn 7 # 0 ein Vielfaches von @ # 0 ist.
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Abbildung 11: Parallele Raumgeraden

Fiir was héltst du diese Aussage? Fiir einen mathematischen Satz? Dann muss man
ihn beweisen. Dazu brauchst du aber erst einmal eine gescheite geometrische De-
finition von Parallelitit im Raum, iiberhaupt einen belastbaren sauberen Aufbau
der Raumgeometrie aus Axiomen — vollig unerreichbar fiir uns. Nimm die Aussage
meinetwegen als Definition oder Ubereinkunft, wann wir zwei Geraden parallel nen-
nen wollen. Wir haben eine saubere algebraische Aussage, und die kennzeichnet ein
Phénomen, was wir anschaulich als Parallelitdt empfinden. So nagelt man Pudding
an die Wand.

Technische Aufgaben. Es sei g die Gerade durch A(1]| — 2[4) und B(—3]1/2).

1. Stelle eine Parametergleichung fiir g auf und gib drei weitere Punkte von g
an.

2. Gib den Mittelpunkt von AB an.
Liegt P(161] — 121|83) auf g?

> W

In welchem Punkt schneidet die Gerade g die xy—Ebene?
5. Gib eine Parallele zu g durch den Punkt (1/2|3) an.

6. Die gegebenen Punkte A und B sind ja keineswegs besondere Punkte der
Geraden g. Nimm zwei beliebige andere Punkte von ¢ und bilde damit eine
neue Parameterdarstellung von g. Offensichtlich geht das. Das heifit aber, dass
durchaus zwei Parameterdarstellungen, die verschieden aussehen, die gleiche
Gerade beschreiben kénnen! Kann man denen irgendwie ansehen, dass sie die
gleiche Gerade beschreiben?
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3.3 Die ,,gegenseitige Lage*“ zweier Geraden

Es seien zwei Geraden
g: Tt)=a+tv und h: Z(t) =b+td (14)

im Raum gegeben. Man will nun wissen, wie die Geraden zu einander liegen. Im
Prinzip gibt es vier Méglichkeiten:

1. Sie sind nicht parallel und schneiden sich nicht — dann nennt man sie ,,wind-
schief*.

2. Sie sind nicht parallel und schneiden sich in einem Punkt.
3. Sie sind parallel und verschieden.

4. Es handelt sich um zwei Darstellungen der selben Geraden.

Um zu entscheiden, welcher Fall vorliegt, kannst du natiirlich den iiblichen
Schnittpunktansatz machen und die Losungsmenge des entstehenden 3 x 2-LGS
bestimmen. Ich rate dir aber, wie folgt vorzugehen:

1. Schaue erst nach, ob die Geraden parallel sind, also ob ' ein Vielfaches von
w ist. Das ist leicht zu sehen.

2. Falls sie parallel sind, priifst du, ob B auf g liegt — dazu 16st du das LGS
b = d + tv. Falls ja, ist ¢ = h , falls nein, sind die Geraden parallel und
verschieden.

3. Falls die Geraden nicht parallel sind, machst du den iiblichen Schnittpunkt-
ansatz’ .
a+ti = b4sw ,

die Losungsmenge ist dann einelementig oder leer.

Aufgabe. Hannes sollte die gegenseitige Lage zweier Geraden wie in Glei-
chung (14) untersuchen. Wider meine Empfehlung machte er gleich den (korrekten)
Schnittpunktansatz und 16ste das LGS 0 — sw = b— @. Du siehst hier vier mogliche
Formen, die Hannes mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus erhalten hat. Welcher
Fall liegt jeweils vor? Begriinde.

-2 1 -2 -5

2
(1) 1 4 (2)
0

oS O =

9 Achtung: einen Parameter nétigenfalls umbenennen! Es muss ein 3 x 2-LGS entstehen!
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3.4 Julians Problem

Julian will ein rdumliches Objekt zeichnen. Dazu wihlt er einen Gitterpunkt seines
Kastchenpapiers als Nullpunkt O des Systems und zeichnet Bilder der drei Achsen
ein. Seine x1—Achse geht durch den Késtchenpunkt (—2| —1) — man 14uft von O aus
also zwei Késtchen nach links und ein Késtchen nach unten. Der Punkt (—2|—1) ist
auch gleich der Bildpunkt des Raumpunktes (1]0]0). Der Raumpunkt (0]1]0) kommt
nach (4]0), der Raumpunkt (0]0|1) nach (0]4), damit ist alles festgelegt.

| I I | |
1 U I I I I
1 I I I I
[ TR J D [ Lo e g oie
I - I I I _-"
1 x3 I I - I
| I I L I
1 | | -7 |
| I -7 I
2y __ [P N
i i P! ] i
1 1 -7 1 1 1
1 -7 1 1 1
1 _-l I I I
1 PR I I I
I 0 - I I I I
T T T T T
:2 0 :2 .’L'2:4 :6 (5% :8
I I I
=7l (u1>: (-2 4 0) f}i I
Ce—oo2p ) wh_ _\oc1_0_4a) \a) ool
1 1 1 1 1
I I I I I
1 I I I I
1 1 1 1 1

Abbildung 12: Julians System

Um den Punkt auf dem Késtchenpapier zu finden, in dem der Raumpunkt
P(z1|zs|z3) gezeichnet wird, lduft er von O bis zur Spitze des Pfeils zy - (Z7),
von dort aus weiter um zo - (§) und von dort aus weiter um z3 - (9), dann ist er

beim Bildpunkt P’ von P. Der Ortsvektor von P’ ist demnach

(1) == () += () =)
(2

zs3

Das ist nun schon ein verbliiffendes Ergebnis (das man freilich nur sieht, wenn
man scharf genug hinschaut): Der Ortsvektor @ € R? des Bildpunktes in der Zeichen-
ebene eines Raumpunktes mit dem Ortsvektor & € R3 ist das Bild von # unter einer
Matrixabbildung & — MZ. Und man sieht gleich noch mehr: Die Spaltenvekoren
My, Mo, ms der Matrix M = (M4, M2, m3) sind die Bilder der Einheitsvektoren

1 0 0
€1 = 0 , 52 - 1 5 €3 =10
0 0 1
und
MZ = (1, 1z, 1703) & = @19 + 21t + 231703

Jeder Bildvektor ist Linearkombination der Spaltenvektoren der Matrix. Priagt euch
dieses Merkverslein gut ein, dann habt ihr Matrixabbildungen im Griff.
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Technische Ubungen

1. Wir zeichnen den Nullpunkt unseres rdumlichen Koordinatensystems wie ge-

wohnlich in (0]0) und die Punkte (1]0]0), (0]1/0) bzw. (0|0|1) in (4]0), (2[1)
bzw. in (0[4).

(a) Stelle die Matrix M auf, fiir die @ = MZ der Ortsvektor des Punktes ist,
in dem der Raumpunkt X gezeichnet wird.

(b) Zeichne das Bild des Wiirfels mit der Kantenldnge 1, dessen Raumdia-
gonale die Endpunkte (0]0|0) und (1]1]1) hat.

(¢) Gib eine Gerade im Raum an, die in der Zeichnung nur als Punkt er-
scheint.

(d) Zwei Raumpunkte P und @ erscheinen in der Zeichnung nur als ein
einziger Punkt. Was kannst du iiber den Vektor ]@ sagen?

. Finde die 2 x 2-Matrix M, die eine Drehung der Ebene um den Nullpunkt um
90° gegen den Uhrzeigersinn bewirkt. [Tipp: Du findest die Matrix mit Hilfe
unseres Merkversleins.]

. Zeichne das Haus des Nikolaus, indem du mit dem Quadrat der Kantenlédnge
2 und der Diagonalen mit den Endpunkten (0|0) und (2|2) beginnst und die
Spitze des Giebels in den Punkt (1]3) legst. Wende die Matrixabbildung zur

Matrix
M o= 1 2
0 1

auf das Haus an. Was macht die Abbildung geometrisch?
. Finde alle Punkte der Ebene, die durch die Matrixabbildung zu

(1)

auf sich selbst abgebildet werden. [Tipp: Die Bedingung liefert ein LGS.]

(I T
Wit ol

. Verwende in dieser Aufgabe Julians Koordinatensystem (siehe Seite 29).
(a) Zeichne das Viereck OABC mit den Eckpunkten O(0[0|0), A(1]|1]0),
B(0]2|1) und C(1|1]2) und die Diagonalen ein.

(b) Stelle die Gleichungen der Diagonalen auf — sowohl die der Geraden im
Raum als auch die in der Zeichenebene.

(c) Berechne den Schnittpunkt der Diagonalen in der Zeichenebene.

(d) Schneiden sich auch die Diagonalen im Raum?
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3.5 Léingen und rechte Winkel

Du hast schon vor langen Jahren die Lange d der Diagonalen eines Quaders ausge-
rechnet — eine klassische Anwendung des Pythagoras: sind a, b und ¢ Linge, Breite
und Hohe des Quaders, ist

d = Va2 +b2+c%

eine #sthetisch sehr ansprechende Formel. Wenn du diese Formel im Hinterkopf
hast, wird dir die folgende Definition sofort einleuchten:

5 Definition
Fiir ¥ € R"™ ist der Betrag des Vektors ¥

|Z| = \/z%+z§+...+x% =

Fiir n = 2 und n = 3 ist |Z| gerade die Lénge des Pfeils, der vom Nullpunkt O
zum Punkt X fithrt, und fiir Punkte P, Q des Raumes oder der Ebene ist

PG| = |7~ 7
gerade die Linge der Strecke PQ.

Um zu rechten Winkeln zu kommen, machen wir Folgendes. Wir nehmen zwei
Vektoren d’,g € R3 und fragen, wann die Pfeile dazu bei O einen rechten Winkel
bilden. Das ist offensichtlich der Fall, wenn das Dreieck OAB bei O einen rechten
Winkel hat, und das stimmt genau dann, wenn fiir die Seitenlédngen des Dreiecks
der Pythagoras stimmt. Dann soll also diese Gleichung erfiillt sein:

@+ p]* = |b—al?
Wir schreiben das aus:
A24ad+al+b?+b3+b2 = (b1 —a1)?+ (by—ag)® + (b3 — az)?

Sicher hat man dir seinerzeit eingeschérft, dass du die binomischen Formeln gut
kénnen musst, weil die immer wieder vorkommen, und das stimmt tatséchlich.
Wenn du die Klammern auf der rechten Seite auflost und die Gleichung sinnvoll
vereinfachst, erhéaltst du

0 = —2@1()1 — 2a2b2 — 2@3()3 5

und das dividiert jeder, der auch nur ein wenig Gefiihl hat, sofort durch —2. Ergeb-
nis: Die Pfeile zu @ und b bilden bei O einen rechten Winkel genau dann, wenn

a1b1 + a2b2 + a3b3 =0

ist. Ein schones Resultat, und das fiithrt auch gleich wieder zu Begriffsbildungen in
der abstrakten Linearen Algera:

6 Definition
Fiir &, € R™ definiert man das Skalarprodukt 7 x ¢ durch

n
Fx§ o= myi+aatato+Tkn = Y TkUk
k=1

und man nennt ¥ und ¢ orthogonal genau dann, wenn & *x ¢ = 0 ist. In Zeichen:

FL§ e Txj=0 .
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Anmerkungen. Die Definition hat zur Folge, dass der Nullvektor 0 zu jedem
Z orthogonal ist, und wenn du mit dem Skalarprodukt rechte Winkel im Raum
aufspiiren willst, musst du immer gut aufpassen, dass die Pfeile zu deinen Vektoren
denselben Anfangspunkt haben.

3.6 Rechenregeln fiir das Skalarprodukt

So eine neue Rechenart ist immer ein gefundenes Fressen; es wird genauestens un-
tersucht, welche GesetzmifBigkeiten fiir die Rechenart gelten. Nun haben wir uns
das Skalarprodukt ja nicht ausgedacht, sondern dieses vorgefunden, und wir kénnen
davon ausgehen, dass es sich wie ein Produkt benimmt, wenn die Altvorderen es so
genannt haben. Das stimmt auch — weitgehend. Es gelten die folgenden Rechenre-
geln:

7 Lemma
Fiir alle Z,¥,Z € R™ und fiir alle r € R gilt

T*y = yxT
Zx(+2) = T+y+Tx2Z
(ré)* g = r(@*7)

Beweis: Man schreibt einfach aus, was da steht. Das kannst du ja mal fiir n = 2
durchfiihren.

Anmerkung. Gib Acht, ein Assoziativgesetz gibt es nicht: & x ¢ ist eine Zahl
und kein Vektor, du kannst also einen Ausdruck wie (& * §) * Z gar nicht bilden.

Technische Ubungen

1. Beweise die Giiltigkeit der Regel Z * § = ¢ x & fiir alle Z, ¢ € R™ (notfalls fiir
n=2).

2. Zeige: Wenn ¢+ w = 0 ist, dann ist auch @'+ (ra) = 0 fiir alle r € R. Was heifit
das geometrisch im Fall n = 37

3. Zeige: Aus i@ = 0 und 71 % b = 0 folgt 7  (rd@ + sb) = 0 fiir alle r, s € R.
Was heifit das geometrisch im Fall n = 3? [Anmerkung: Die Bezeichnungen
sind hier ein wenig ungliicklich. Die Dimension n des Raumes hat mit dem n
im Namen des Vektors nichts zu tun.]

4. Die Gleichung

ist, bei Licht besehen, ein LGS. Gib die Grofie an, berechne die Losungsmenge
und deute Gleichung und Lésungsmenge geometrisch.

5. Bestimme a € R so, dass

ist, und deute Aufgabenstellung und Ergebnis geometrisch.

6. Zeichne das Dreieck aus A(2|2] — 3), B(—2|1| — 1) und C(—1|3|2) und priife,
ob es rechtwinklig ist.
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3.7 Zum Wesen von Matrixabbildungen

Wir wollen eine Matrixabbildung auf das Haus des Nikolaus wirken lassen. Als
Matrix nehmen wir
Mo -1 -1
1 -1

Wie gehen wir vor? Erstens lisst jede Matrixabbildung den Nullpunkt fest: M0 = 0.
Die untere linke Ecke bleibt also schon einmal liegen. Ich gehe nun vor wie Sjard an
der Tafel und rechne die Bildpunkte der Ecken der rechten Hauswand aus:

M - 2 = —2 und M - 2 = —4

0 2 2 0
Nun zeichnen wir das Bild des Bodens, dazu verbinden wir einfach die Bildpunkte
(0/0) und (—2|2) der Enden des Bodens. Das Bild der rechten Hauswand ist die

Verbindungsstrecke der Bildpunkte der Enden, und das ist die Strecke mit den
Endpunkten (—2|2) und (—4/0).

Dass wir das so machen diirfen, liegt an den Gesetzen der Matrix—Vektor—
Multiplikation, die ich euch auf Seite 21 notiert habe. Sie sind ldngst nicht so
selbstverstéindlich, wie du vielleicht denkst. Schau dir dieses Beispiel an: Durch

e (i) ()

ist eine Abbildung F' gegeben, die jedem Punkt der Ebene einen Bildpunkt zuordnet.
Natiirlich kannst du die Bildpunkte der Punkte ausrechnen, die das Haus festlegen,
aber die Bilder der Verbindungsstrecken sind keineswegs immer Strecken, und wenn
sie es sind, sind in der Regel die Skalen verzerrt. Abbbildung 13 zeigt das Bild des
Hauses des Nikolaus unter der Abbildung F. Es ist noch relativ harmlos, weil F'
stetig ist: Bilder durchgezogener Linien sind durchgezogene Linien.

Aufgabe. Rechne ein paar Bildpunkte selbst nach. Finde insbesondere drei
Punkte, die auf einer Geraden liegen, deren Bildpunkte aber nicht.

Abbildung 13: Bild des Hauses des Nikolaus unter F', mit und ohne Urbild

33



Abbildung 14: Bild des Hauses des Nikolaus unter & — M¥

Schauen wir uns nun an, was unsere Matrixabbildung & — M aus dem Haus
macht (Abbildung 14)

Die Form ist geblieben. Die beiden Einheitsvektoren wurden, wie es aussieht, ge-
dreht und gestreckt. Dass das stimmt, kann man elementargeometrisch nachpriifen.
Dann aber weifl man, dass die ganze Ebene gedreht und gestreckt wurde: Die Bil-
der der Einheitsvektoren'® legen schon alles fest. Das liegt daran, dass das Bild
einer Linearkombination der Einheitsvektoren die entsprechende Linearkombinati-
on der Bilder der Einheitsvektoren — also der Spaltenvektoren der Matrix — ist. Das
Merkverslein spricht genau das aus, auf das es ankommt!

10Und diese Bilder kann man im Bildraum ganz beliebig aussuchen!
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3.8 Ebenen im Raum
3.8.1 Ebenen durch den Nullpunkt

Es sei i € R3, @ # 0. Wir fragen nach der Losungsmenge der Gleichung
nxZ = 0 . (15)

Stellen wir uns unter 7 den Pfeil 5]7 vom Nullpunkt zum Punkt N vor, dann ist
nach allen Pfeilen @? gefragt, die im Nullpunkt beginnen und dort mit dem Pfeil zu
7 einen rechten Winkel bilden. Alle diese Pfeile liegen in einer Ebene durch den Null-
punkt, auf der der 7i—Pfeil im Nullpunkt senkrecht steht. Die Ebene besteht genau
aus den Punkten X zu diesen (Orts)vektoren Z. Ich veranschauliche die Situation
gern durch eine Skizze wie in Abbildung 15; sie erinnert an eine Reiflzwecke, und
das passt ganz gut. Der Vektor 77 heifit iibrigens ein Normalenvektor der Ebene.

Abbildung 15: Darstellung einer Ebene im Raum durch O mit Normalenvektor 7

Bestimmen wir nun die Losungsmenge rechnerisch. In Gleichung (15) steht, bei
Licht besehen, ein 1 x 3-LGS, und zwar

ny nNg ns 0 -

Da 7i # 0 ist, ist mindestens eines der n von Null verschieden. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dass n; # 0 ist. Dann sind x5 und z3 frei wéhlbar. Setzen
wir 2o = s und x3 = t, erhalten wir

N9 ns
r = ——s— —t ,
ni ni
also
_n2g_ M3y _ng _ng
ni ni ni ni
L = s s,$teR > = (s 1 +1 0 s,t eR ,

t 0 1

und das ist die Menge aller Linearkombinationen zweier Vektoren des R3. In geo-
metrischer Sprache ist das eine Ebene durch den Nullpunkt, die von zwei Pfeilen
aufgespannt wird.!! — Du solltest die Sache unbedingt mit einem konkreten 7 durch-
buchstabieren.

HHier greift der Sjardsche Vorbehalt: diese Pfeile diirfen nicht in die gleiche Richtung zeigen,
und das tun sie hier nicht, wie du an den Eintrégen 2 und 3 siehst.
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3.8.2 Ebene durch drei Raumpunkte

Es seien drei Raumpunkte A, B und C' gegeben, die nicht auf einer Geraden liegen.
Wir interessieren uns fiir die Ebene E durch die drei Punkte. Ich sage ,,die” Ebene,
weil sie eindeutig bestimmt ist, jedenfalls nach unserer Erfahrung im Anschauungs-
raum.

Abbildung 16: Ebene E durch drei Punkte A, B und C

Wenn du ein wenig iiber Abbildung 16 meditierst, wirst du es eine gute Idee
finden, den Vektor
Z(s,t) = G+ sAD + tAC (16)

als den Ortsvektor eines allgemeinen Punktes der Ebene anzusehen. An der gewun-
denen Ausdrucksweise merkst du schon, dass wieder Pudding an die Wand genagelt
wird. Auf sicherem Grund formuliert man so:

8 Definition
Es seien @, ¥, W € R3, und ¥ und w seien nicht Vielfache von einander. Dann nennen
wir die durch
{ i+ 57+t ‘s,teR}
gegebene Punktmenge die Ebene durch die Punkte zu d, d + ¢ und @ + 0.
Wenn dir diese Betrachtung nicht behagt, kannst du sie getrost auflen vor lassen.
Wichtig ist, dass du die Konstruktion in Gleichung (16) handhaben kannst und dass

du damit vertraut bist, dass es sich um die Ebene durch A, B und C handelt'?,
genauer, um eine Parameterdarstellung dieser Ebene.

Dass du diese Parameterdarstellung zur Hand hast, ist fiir dein Verstdndnis
unabdingbar, aber sie ist fiir die Alltagsarbeit alles andere als praktisch. Ich zeige
dir das an ein paar Grundaufgaben:

1. Liegt ein vorgegebener Punkt P auf E? Der Ansatz ist nicht schwer:
Z(s,t) =P

— das ist ein 3 x 2-LGS fiir s und ¢. Klar? Sonst iiberlege dir, dass genau die
Punkte zu E gehoren, die sich in der Form in Gleichung (16) darstellen lassen,
und du musst schauen, ob das bei dem vorgelegten P moglich ist.

2Hiite dich vor dem Fehler, hier #(s,t) = d@ + sb+ tZ zu bilden; das ist eine ganz andere Ebene.
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2. Bestimme den Schnittpunkt der Ebene F mit der Geraden g durch zwei Punk-
te P und @. Im Prinzip auch nicht schwer. Ansatz:

Z(s,t) = p+ T@

Das ist ein 3 x 3-LGS fiir 7, s und ¢. Und wenn du es gelost hast, darfst du
die drei Zahlen nicht in einen Vektor schreiben, sondern du musst die Werte
von s und ¢ in Z(s, t) einsetzen oder den fiir r in die Parameterdarstellung der
Geraden. Es muss jeweils derselbe Vektor herauskommen, sonst hast du dich
verrechnet.

3. Bestimme die Schnittmenge der Ebene E mit der Ebene
E' :3(s,t)=a’ +sv’ +tw’ .

Hier fithrt der Losungsansatz auf ein 3 x 4-LGS, und aus dessen Losungs-
menge musst du die Vektoren der Schnittmenge erst noch konstruieren. Mein
dringender Rat: Lass das blof} sein.

Im Unterricht haben wir uns iiberlegt, welche Form die mit Gauf3 bearbeiteten
LGS in den drei Fillen haben, wenn bestimmte geometrische Konstellationen vor-
liegen, etwa E || E’, und das ist eine niitzliche und lehrreiche Ubung. Zum Rechnen
allerdings benutzt du auf jeden Fall eine Normalengleichung der Ebene, mit der du
zu tun hast, und was das ist, siehst du gleich.

3.8.3 Normalengleichung einer Ebene

Es sei i € R3, it # 0, und d € R. Wir fragen nach der Losungsmenge der Gleichung
n*xd = d .
Das ist ein harmloses 1 x 3-LGS. Ihr hattet euch die Rechnung fiir ein konkretes

1
n = 2 und ein konkretes d = 4

-3

gewiinscht, und so soll es geschehen. Wir haben es also mit

1 2 -3 | 4

zu tun. Zwei Variable sind frei wihlbar. Fange immer hinten an! Wir setzen xz3 =t
und zo = s. Dann ist
xy = 4—-25s+43t

und wir erhalten
4 —2s+ 3t
L = S S, t 6 R

t

Wir schreiben den Vektor noch ein wenig um:

-2 3
L = ofl+s] 1 |+t|lo]f |steR
0 1
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und siehe da — vor uns steht eine Parameterdarstellung einer Ebene. Wir miissen
nur noch klédren, welche konkrete Bedeutung 7 und d fiir die Ebene haben. Um
dies herauszufinden, schauen wir noch einmal auf unseren Ansatz. Wir wollten die
Gleichung 7« & = d 16sen, und dies haben wir fiir ein konkretes 7 und ein konkretes
d durchgefiihrt. Also ist 77 * & immer diese Zahl d, fiir jedes beliebige & € L. Im
konkreten Fall heifit das, dass

1 4 -2 3
9 | * ol+s| 1 |+t]o = 4 ist fur alle s,t € R.
-3 0 0 1

Nach unseren Rechenregeln fiir das Skalarprodukt diirfen wir die Klammer auflosen
und die Faktoren s,t aus den Produkten herausziehen. Das machen wir aber nicht
fiir die Dreierspalten, dann sieht man nicht mehr viel, sondern wir schreiben die
Gleichung mit Variablen, dann sieht alles viel freundlicher aus: Ist

L={a+sv+td|s,t R} |,
hat die erste Gleichung die Form
nx(d+sv+tw) = d
und dies formen wir um zu
nxd+ s(ix0)+t(ixw) = d fir alle s,t,€ R.

Da steht, man darf die Werte von s und ¢ beliebig verdndern, und zwar unabhéngig
von einander, ohne dass das irgendwelchen Einfluss auf den Wert der Summe hétte.
Das geht dann, wenn

v = 0 und 7nxw = 0
ist, und sonst nicht. In der Tat ist das bei den konkreten Werten auch der Fall,
rechne es nach.

Nun miissen wir den Sack nur noch zubinden. Die Vektoren ¥ und  erzeugen
eine Ebene Ey durch den Nullpunkt, der Vektor 7 steht auf dieser Ebene senkrecht,
ist also ein Normalenvektor dieser Ebene Ejy. Die Gleichung 77 * & = d ist die Glei-
chung einer Ebene F, die parallel ist zu Ej; man erhélt sie, indem man Fy um einen
Vektor a verschiebt.

Die Normalengleichung einer Ebene ist ein wundervolles Werkzeug, alle mogli-
chen Fragestellungen zu Ebenen schnell und 6konomisch zu behandeln. Jetzt vor
der Klausur lernst du aber nur noch, wie man eine Normalengleichung der Ebene
gewinnt, die durch drei Raumpunkte A, B und C geht (die natiirlich nicht auf einer
Geraden liegen diirfen, sonst reklamiert Sjard). Ein Normalenvektor muss auf der
Ebene senkrecht stehen — du musst ihn dir als Pfeil auf der Ebene vorstellen! Die
rechnerische Bedingung dafiir ist

7FxAB = 0 und 7% AC = 0 , (17)

und das ist ein 2 x 3-LGS fiir die Eintrége von 7.

Beispiel: Bestimme eine Normalengleichung der Ebene durch die drei Punkte
5(6/6/5), S2(10]0|2) und B(8[8]0) — das die Ebene aus der Aufgabe 51 im griinen
Buch, Seite 69, die Timon benutzt hatte. Wir bestimmen die (Richtungs—)vektoren

4 2
Soz: —6 und 5@: 2

_5 -5
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—
und erhalten aus 7 * SSy = 0 und 7 * S@ = 0 das LGS
2 2 -5 ‘
5
4 -6 —3 0
Dieses bearbeiten wir wie iiblich zu

2 2 -5 10
0 —-10 £ | o0

Die Losungsmenge besteht aus allen Vielfachen eines Vektors. Die brauchen wir
nicht alle, uns reicht ein konkreter Vektor, der moglichst bequem sein soll. Also
wéhlen wir zum Beispiel ng = 4, dann wird ne = 3 und schlieflich ny = 7:

7

So, einen Normalenvektor haben wir. Wie bekommen wir die rechte Seite d? Nun,
7 * £ muss fiir jeden Punkt X der Ebene denselben Wert liefern. In der Tat ist

n*§ = N*x8 = fMxb = 80

die Ebene hat die Gleichung

Tx1 + 320 +4x3 = 80 .

Mit der Gleichung hast du ein dulerst bequemes Hilfsmittel zur Hand, um etwa
zu priifen, ob ein Punkt P auf der Ebene liegt: Du bildest 7 % p und schaust, ob
80 herauskommt. Das ist schneller gemacht als ein 2 x 3—-LGS zu l6sen. Weitere
Anwendungen gibt es nach der Klausur.

2\

E1 || Eo

a
Ey
Abbildung 17: Parallele Ebenen Ey durch O und E durch A
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3.8.4 Zu Aufgabe 5 auf Seite 30

Was die alte Aufgabe in dem neuen Kapitel {iber Ebenen zu suchen hat, wirst du
bald sehen. Zunéchst war das Bild eines rdumlichen Vierecks in Julians System zu
zeichnen:

Abbildung 18: Bild des Vierecks in Julians System

Den Schnittpunkt S der Diagonalen in der Zeichnung findet man leicht, das ist
(2]1). Wie sieht es mit dem Schnittpunkt der Diagonalen des rdumlichen Vierecks
aus? Wir stellen Geradengleichungen auf

0 1 0
OB: #(t) = th = t|2| ., AC: §(s) = @+sAC = [1]|+s]0
1 0 2

und setzen die allgemeinen Vektoren gleich. Das fithrt von th = a+ s@ iiber
th— sm = a zu folgendem LGS:

0 0 1
2 0 1
1 -2 0

Schon die erste Zeile zeigt, dass das LGS keine Losung hat, die Geraden schneiden
sich nicht.

Wie kann das sein? Offensichtlich liegen nicht alle vier Punkte in einer Ebene,
also zum Beispiel der Punkt B nicht in der Ebene durch O, A und C.

Erstaunlicherweise ist es moglich, zum Raumpunkt B einen neuen Raumpunkt
B’ zu finden, so dass das Viereck in Julians Zeichnung unveréndert bleibt, aber sich
die Diagonalen im Raum schneiden. Und das geht so:

1. Die Raumpunkte, die in Julians Zeichnung wie B im Punkt (8|4) eingezeichnet
werden, bilden eine Gerade durch B im Raum. Diese Gerade bekommt man
als Losungsmenge des LGS

-2 4 0\, 8
€r =
<1 0 4) <4>
2. Man beschreibt die Ebene durch O, A und C' algebraisch

3. und berechnet den Vektor, der zu beiden Gebilden gehort.
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3.9 Zwischen Klausur und Prag

machen wir am besten eine kombinierte Ubungs—und Forschungsstunde. Hier sind
eine Reihe von Arbeitsauftragen fiir euch.

1. Ebenen und Geraden konkret

(a) Stelle zu der Ebene E durch die Punkte A(1]2]5), B(2]2|2) und C(—3]4|1)
eine Parameterform und eine Normalengleichung auf und untersuche, ob
der Punkt P(110]|213| — 125) in F liegt.

(b) Ich verwende die Ortsvektoren der Punkte A und B der vorigen Teilauf-
gabe als Normalenvektoren von Ebenen F; : @xZ =5 und Fs : bs i =
—1. Stelle zu der Ebene E; eine Parametergleichung auf und berechne
die Schnittmenge der Ebenen.

(¢) In der Bauer-Mecke—Aufgabe der Klausur war das Bild der Losungsmen-
ge ja ein Punkt. Repariere die Aufgabe, indem du andere Vorgaben fiir
die Bilder der Einheitsvektoren des rdumlichen Koordinatensystems im
Késtchensystem machst. Der Rest der Aufgabe soll unverdndert bleiben.

2. Allgemeine Fragestellungen

(a) Berechne allgemein den Schnittpunkt der Ebene E : 7 % & = d mit der
Geraden g : Z(t) = @+tv. [Das geht leichter, als du denkst. Du musst ja
nur den t—~Wert des Schnittpunktes suchen. Achte auf Sonderfille! Und
wenn du die allgemeine Aufgabenstellung nicht magst, machst du dir
halt selbst eine konkrete.]

(b) Berechne den Abstand des Nullpunktes von der Ebene E : i Z =d .
(c) Wie sieht man, ob zwei Ebenen parallel sind?

3. Stimmt’s?

(a) Hier siehst du das Bild eines Wiirfels. Die Mittelpunkte einiger Kanten
sind zu einem Sechseck verbunden. Ist das ein ebenes Sechseck, gar ein

regelmafiges?
D' c
NG
A \ B'
I
F

, \

N ¢
E
A B

Abbildung 19: Sechseck im Wiirfel
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(b) In Abbildung 20 auf Seite 42 siehst du eine Sammlung von Bildern rdum-
licher Vierecke. Zu jedem Viereck ist das von den Seitenmittelpunkten
gebildete Viereck eingezeichnet, und die gezeichneten Exemplare schei-
nen regelméfig zu sein. Stelle Vermutungen an und priife sie.

(c) Bastele ein rdumliches Viereck, dessen ebenes Bild wie ein Parallelo-
gramm aussieht, dessen Punkte aber nicht einmal in einer Ebene liegen
— wenn es so etwas gibt. [Tipp: Beginne mit der Wahl der Bildpunkte
der Einheitsvektoren im Késtchensystem)]

D
G
B
F
B
3

C

G

D
A

Abbildung 20: Ein paar rdumliche Vierecke mit ihren Mittenvierecken
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4 Klausur Nr. 5 am 21. September 2015

1. Gleichungen und Gleichungssysteme

(a)

(b)

Lose das LGS nach Gauf. [6]

xr, — 21‘2 =5
72$1 + 41‘2 =-10

Notiere die GréBle des LGS und bestimme die Losungsmenge. [Gaufl war
offensichtlich schon da] [8]

1 -1 01 1] 0
0 0 1 3 | 0

Jens briitet iiber einem 2 x 3-LGS AZ = 0. Bei seinem ersten Lsungs-
versuch war die Losungsmenge leer, beim zweiten hatte sie genau drei
Elemente. Was sagst du dazu? [6+]
Gesucht ist eine Parabel. Sie schneidet die x—Achse bei x = 1, ihr Schei-
telpunkt liegt auf der y—Achse, und der Inhalt der Fliche unter der Kurve
zwischen = 0 und = = 1 ist 2. Bestimme den Term der Parabel. [15]

Rechne nach, dass y = 5e—e’ Losung der Differentialgleichung y' = —2xy
ist. (8]
Die Molkerei des Bauern Mecke hat Milch mit 0.5%, mit 2% und mit 3.5%
Fettgehalt vorritig. Ein Kunde wiinscht Milch mit 2.3% Fettgehalt.

i. Der Betriebsleiter will die Anzahlen x1,x2, x3 von Litern der jewei-
ligen Sorten zu fiinf Litern der gewiinschten Mischung zusammen-
kippen. Stelle ein LGS auf, 16se es aber nicht. [6]

ii. Die Losungsmenge ist

-1+t
L = 6 — 2t teR
t
Stelle die Losungsmenge in einem Koordinatensystem dar [rdumli-
che Einheitsvektoren im Késtchensystem bei (2|0), (2|1), (0]2)] und

kennzeichne den Teilbereich der Losungen, deren Eintrdge samtlich
> 0 sind — nur die sind ja im Kontext brauchbar. [Tipp: bestimme

den Bereich der ¢, die solche brauchbaren Losungen liefern)] [18]
iii. Wie sollte man mischen, wenn mdoglichst viel Milch zu 3.5% Fett
verwandt werden soll? [4]
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2. Matrizen und Abbildungen

(a)

(b)
(c)

Manche zeichnen ein rdumliches Koordinatensystem so, dass die rdum-
lichen Einheitsvektoren im Késtchensystem bei (—4| —4), (4] — 4) und
(0]4) gezeichnet werden. Zeichne ein solches System, zeichne unseren Ein-
heitswiirfel [mit der Raumdiagonalen (0]/0]|0) und (1]1]1)] ein und gib die
Matrix M an, die Vektoren aus dem R3 in die Bildvektoren im K#stchen-
system umrechnet. 8]

Die Spiegelung der Ebene an der Geraden y = —x ldsst sich als Matrix-
abbildung schreiben. Notiere die Abbildungsmatrix! 8]

= 4) ) )

i. Zeichne das Dreieck OAB und das Bilddreieck unter der Abbildung
T MZ. [8]
ii. Finde einen Ansatz fiir die Vektoren #, die unter ¥ — M Z auf ihren
Gegenvektor —Z abgebildet werden. Du solltest ein LGS erhalten.
Schreibe es in Standardform hin, 15se es aber nicht. [6]

Es sei

(S0

Gl Gl

3. Raumgeometrie
Gegeben sind die Raumpunkte A(3|2|4), B(5/3|5) und C(4]1|3). Zeichne zu
dieser Aufgabe eine brauchbare Handskizze, du brauchst aber nicht Késtchen

zu zéhlen.
(a) Ist das Dreieck ABC' rechtwinklig? [10]
(b) Berechne den Schwerpunkt S des Dreiecks ABC'. [6]

Schreibe eine Parameterdarstellung der Parallelen zu AB durch C' hin.
(6]

Gib eine Parameterdarstellung und eine Normalengleichung der Ebene
E durch A, B und C an. [18]

Welchen Schattenpunkt auf der yz—Ebene wirft der Punkt A, wenn die
Richtung der Sonnenstrahlen durch

gegeben ist? [12]
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5 Raumgeometrie: Abstinde und Winkel

5.1

Kleiner Riickblick

Wo stehen wir? Lies dir das Folgende aufmerksam durch, und wenn dir etwas davon
nicht vollig klar ist, herrscht akuter Handlungsbedarf.

1.

Du kennst und beherrschst dein Werkzeug aus der Linearen Algebra: du
kannst Spaltenvektoren des R™ addieren und mit Zahlen multiplizieren, du
bist perfekt im Umgang mit LGS [Vektor—-Matrix—Schreibweise, Gauflscher
Algorithmus, Aussehen der moglichen Losungsmengen als Teilmengen des R™],
du weiflt etwas iiber Matrixabbildungen und du kennst das Skalarprodukt und
seine Regeln.

Du weit, wie man Vektoren des R? [und des R?] und gewisse Mengen solcher
Vektoren verwendet, um geometrische Objekte der Ebene und des Raumes zu
beschreiben: Zum Vektor @ gehort ein Punkt A oder eine Verschiebung, zu
Mengen der Form

{d+tv|teR} bzw. {@+r7+sd|r,seR}

die dir schon als Losungsmengen von LGS begegnet sind, gehdren, falls @ # 0
ist, Geraden bzw., wenn ¢ und « nicht Vielfache von einander sind, Ebenen.
Du kannst vorgegebene geometrische Objekte in dieser Form darstellen. Du
kannst ebene Zeichnungen eines réumlichen Koordinatensystems erstellen und
du weifit, dass die Vektoren in der Zeichenebene Bildvektoren der R3-Vektoren
unter einer Matrixabbildung sind, deren Matrix du auch aufstellen kannst.

Du weifit, wie man Parallelitdt geometrischer Objekte mit Linearer Algebra
préazise ausdriickt.

Du weifit, wie man mit Hilfe des Skalarprodukts die Orthogonalitit zweier
Vektoren Z, § und den Betrag |Z| eines Vektors definiert:

|7 = VZx &

und du weiflt, wie man damit die Lénge einer Strecke ausrechnet und priift,
ob Strecken AB und AC bei A einen rechten Winkel bilden.

ZTly & ¥xy=0 ,

Du kannst die Ebene E durch drei Raumpunkte A, B, C, die nicht auf einer
Geraden liegen, sowohl in der Parameterform

E: Z(r,s) = 6+Tﬁ+sm
als auch in Normalenform, némlich als Losungsmenge einer Gleichung
nxr = d

schreiben. Du weifit um die geometrische Interpretation des Normalenvektors
7, du kannst einen solchen mit Hilfe des Skalarprodukts aus den Punkten
berechnen und du weifit vor allem, dass du bei Schnittaufgaben, in denen
Ebenen vorkommen, praktisch immer mit der Normalenform arbeitest und
praktisch nie mit der Parameterdarstellung.

Das ist schon eine ansehnliche Liste, und das muss auch so sein, du bist ja
schlieBlich im Mathe-Lk. Neu kommen jetzt Abstandsaufgaben und Winkel, und
dann miissen wir das Ganze etwas einiiben.
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5.2 Der Abstand eines Punktes von einer Geraden

Wir stellen uns die folgende Aufgabe: Gegeben seien ein Punkt P und eine Gerade
g, gesucht ist der Abstand des Punktes von der Geraden (siehe Abbildung 21).

Abbildung 21: Abstand Punkt/Gerade

Das ist ein anschaulich formuliertes technisches Problem, das man immer wieder
16sen muss, wenn man anwendungsnahe Aufgaben rechnet. Du kannst das Problem
auch mit deinen Mitteln 16sen, indem du daraus eine Aufgabe machst, eine Gera-
de mit einer Ebene zu schneiden oder indem du eine Extremwertaufgabe daraus
machst. Das machen wir auch. Ich will dich heute aber einen anderen Weg fithren
und dir ein neues Hilfsmittel an die Hand geben, das verbliiffend wirkungsvoll ist.
Dazu formuliere ich die Aufgabe um:

Problem A: Gegeben sind Vektoren ¥ und §'[des R3]. Gesucht ist eine Zerlegung
von P in der Form
P = t'+w mit @ L. (18)

Abbildung 22: Problem B: Orthogonale Zerlegung

Das sieht kiinstlicher aus als die Ausgangsaufgabe. Fiir eure Profis mag es lohnen,
iiber eine weitere Umformulierung nachzudenken, die noch etwas abstrakter ist:
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Problem B: Gegeben sind Vektoren 7@ # 0 und 7 [des R™]. Gesucht ist eine
Zerlegung
p = 6” + 7,

so, dass 9 Vielfaches von ¥ und ¥ ein Element des Orthogonalraums von # ist:

gy e{ti|teR} und v e {WeR"|W+T=0}

Wir wollen nun Problem A 16sen, und dazu verwenden wir einen Trick: wir
multiplizieren beide Seiten von Gleichung (18) skalar mit ¢. Das ergibt

pPx0 = t(W0)+ W0 .
Aber 1 x v = 0, wir haben also
PxU = t(Tx0)

und wir kénnen ¢ und damit @ ausrechnen:

DU
t = 5—
U * U
o L pxv
b = p—5—-7
U* U

Der gesuchte Abstand ist der Betrag des Vektors .

In der Regel geht die Gerade aber nicht durch den Nullpunkt. Im Allgemeneinen
sucht man den Abstand eines Punktes P von einer Geraden g : Z(t) = @ + tv.
Verschiebt man Gerade und Punkt um —a, d&ndert sich nichts am Abstand, und wir
haben wieder alte Problem A mit p” = p — @ und dem alten 7.

Abbildung 23: Reduktion des allgemeinen Falls auf Problem A

Anmerkung. Die Rechnung zur Losung von Problem A zeigt, dass die Sum-
menden @) und @, der Zerlegung von p'in Problem B eindeutig bestimmt sind.
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5.3

1.

Ubungen und Variationen

Zum Abstand Punkt/Gerade
Es soll der Abstand eines Raumpunktes P von einer Geraden

g: Tt)=ad+tv

bestimmt werden. Anton, Bruno und Carl haben ganz verschiedene Wege, wie
man dieses Problem 16sen kénnte:

A Ich bilde die Ebene mit dem Normalenvektor o, die durch P geht, und
suche den Schnittpunkt dieser Ebene mit g. Das ist der Fulpunkt des
Lotes von P auf g.

B Ich bilde den Vektor p'— #(t) und bestimme ¢ so, dass der Vektor ortho-
gonal zu ¥ ist. Dann habe ich den t—~Wert des Fulpunktes des Lotes von
P auf g.

C Ich bilde f(t) = |p'— #(t)] und berechne den Wert von ¢, fiir den f(t)
minimal wird. Das Minimum von f ist der gesuchte Abstand.

Bilde die Ansitze der drei Experten und beurteile, ob deren Ideen zum Ziel
fithren [siche dazu die Abbildungen 24, 25 und 26].

Ein merkwiirdiges Sechseck

Bei der Untersuchung des Sechsecks in Abbildung 19 aus Seite 41 standen
wir vor der Frage, was man alles nachweisen muss, um sicher zu sein, dass es
sich tatséchlich um ein ebenes regelméfiges Sechseck handelt. Dass Vorsicht
geboten ist, mag dir dieses kleine Beispiel zeigen: Es sei A1(0]0]0), A2(2|0]0),
A3(2|0]2), A4(2]2|2), A5(2]2]0) und Ag(0]2]0). Zeige, dass alle Seiten des Sechs-
ecks A1 A3 A3A4A5Ag die gleiche Liange haben, dass alle Innenwinkel rechte
Winkel sind und dass es einen Punkt gibt, von dem alle Eckpunkte die gleiche
Entfernung haben — das heiflt, dass alle sechs Punkte sogar auf einer Kugel-
schale liegen. Dennoch handelt es sich nicht um das bekannte regelméfige
Sechseck! Nimm auch einmal die Summe der Innenwinkel unter die Lupe. [Du
kannst das alles stur nachrechnen, das ist viel stumpfsinnige Arbeit; du kannst
aber auch eine Zeichnung machen, dann solltest du eigentlich so sehen, dass
die Behauptungen alle wahr sind]

Abbildung 24: Zu Antons Vorschlag: Die Strecke von P zum Fulpunkt F' des Lotes
von P auf g liegt in der Ebene durch P, die den Richtungsvektor ¢ von ¢ als
Normalenvektor hat.
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Abbildung 25: Bruno betrachtet den Pfeil, der von einem variablen Punkt X (¢) der
Geraden zu P zeigt, und er bestimmt X (¢) so, dass dieser Pfeil mit dem Richtungs-
pfeil ¥ der Geraden einen rechten Winkel bildet.

Abbildung 26: Carl betrachtet die Strecke von einem beliebigen Geradenpunkt X (¢)
zu P. Die Linge der Strecke ist eine Funktion f(¢) von ¢t. Du kannst dir iiberlegen,
dass ihr Graph so aussehen muss wie der hier abgebildete Graph. Er hat genau einen
Tiefpunkt (to, f(to)). Der gesuchte Abstand ist f(to), der LotfuBBpunkt ist X (¢o).
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5.4 Der Abstand paralleler Ebenen

Ebenen im Raum sind genau dann parallel, wenn ihre Normalenvektoren Vielfache
voneinander sind. Wenn wir zwei parallele Ebenen durch Gleichungen beschreiben
wollen, kann man also fiir beide den gleichen Normalenvektor 7@ # 0 nehmen, und
das wollen wir auch tun. Wir fragen nach dem Abstand der Ebenen

Ei: ixZ = d; und Ey: i*«xZ = doy .

T
Fiir je zwei Punkte A; € Fy und As € Es, fiir die A1 A5 ein Vielfaches von 77 ist, ist
der gesuchte Abstand gerade die Lange der Strecke A; A;. Wir bekommen bequem
solche Punkte, indem wir die Schnittpunkte der Geraden

mit £ und mit F5 nehmen. Es ergibt sich

- dy - dy
a, = ——-1n und as = -1,
nxn n*xn

der gesuchte Abstand ist folglich

do — dy

EX

—

(19)

|Gy — d1| =

Ey

E,

—

n

]

Abbildung 27: Zum Abstand paralleler Ebenen

Aufgabe. Wiederhole, wie wir den Abstand einer Ebene vom Nullpunkt berech-
net haben, und vergleiche das Ergebnis mit dem Ergebnis des Abstandes paralleler
Ebenen. Was bedeutet es anschaulich, wenn d; und ds verschiedene Vorzeichen
haben? Was bedeutet es, wenn als Abstand 0 herauskommt?
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5.5 Der Abstand zweier Geraden
Es seien
gi 1 Ti(t) = a+tv;, i=1,2

zwel Geraden im Raum. Als Abstand der beiden Geraden wollen wir die Lange der
kiirzesten Verbindungsstrecke |P; Pa| verstehen, wobei P; € g; und Py € gy gilt.
Wir wollen uns zwei Wege anschauen, diesen Abstand zu berechnen.

Tims Weg. Fiir P; € g1 und P, € g5 bilden wir den Vektor

5 =7 o o 5 S o S
W= PIPy = pa—P1 = dg +tolh — (A1 +t171)

Abbildung 28: Zu Tims Ansatz

Wir haben den richtigen Vektor w, wenn er sowohl orthogonal zu ¢ als auch zu
Uy ist:
wxvp = 0 und WxTy = 0

Schreiben wir diese Gleichungen aus, erhalten wir ein 2 x 2-LGS fiir die Parameter
t1,t2 der gesuchten Punkte:

—UL %0V -t + Vo xUp -ty = (61—62)*171
a

71_)'1*’(_)'2'1514*’(_)‘2*’(72'152 = (
Ubersichtlicher finde ich die Vektor—Matrix—Schreibweise
71_)'1 * 171 172 * 171 tl (61 — 62) * 171
. — ,
—’Ul * ’172 172 * ’172 tQ (61 — 52) * 172

weil man den Aufbau besser sieht, aber da kannst du deine eigene Entscheidung
treffen.
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Weg iiber parallele Ebenen. Mathematiker fiihren gern ein neues Problem
auf schon gelGste zuriick. Es gibt einen alten Witz dazu: Was tut ein Mathematiker,
der einen Topf Wasser zum Kochen bringen will? Klar, er nimmt den Topf vom
Tisch und stellt ihn auf den Herd. Und was tut ein Mathematiker, der einen Topf
Wasser zum Kochen bringen will, der im Nebenraum steht? Er holt den Topf aus
dem Nebenraum und stellt ihn auf den Tisch, dann hat er das neue Problem auf
ein gelostes zuriickgefithrt. — Hier geht dieses Patentverfahren so: Durch

E()Z f(s,t) = S’L71+t’l72

sollte eine Ebene durch den Nullpunkt gegeben sein, zu der sowohl g; als auch go
parallel sind. Der gesuchte Abstand der Geraden ist der Abstand der Ebenen

Ei:ni*x% = nixd; und Ey:nx@ = fi*xdy ,

wobei 77 ein Normalenvektor von Fjy ist. Fertig, den Rest liefert das Ergebnis von
Gleichung (19).

Anmerkung. Der zweite Weg funktioniert nur, wenn die Geraden nicht parallel
sind, und man bekommt nur den Abstand, nicht das Punktepaar mit der kiirzesten
Strecke.

Zum Nachdenken. Was passiert bei Tims Weg, wenn die Geraden parallel
sind?

5.6 Aufgaben

1. Gegeben sei eine Pyramide im Raum. Die Ecken der Grundfliche sind die
Punkte A(0|0]2), B(2]2|0) und C(2| — 1]2), und die Spitze ist der Nullpunkt.
(a) Zeichne.
(b) Berechne die Hshe der Pyramide.
(c) Klére, ob der Fuipunkt des Lotes von der Spitze auf die Grundfliche
auflerhalb der Grundfldche liegt.

2. Es seien 7,4 € R3 von 0 verschiedene Vektoren, die nicht Vielfache von ein-
ander sind. Zu welchen geometrischen Gebilden gehoren die folgenden Vek-
tormengen?

My, = {rv+sd|rs,eR}

My = {ro+sd|r,s,e R;0<r s}

Mz = {rv+sd|rs,eR;0<rs,<1}

My = {ro+sd|rs,eRr+s=1}

Ms; = {rv+sd|rs,eR0<rs;r+s=1}
Ms = {ro+sd|r,s,e R;0<rs;r+s<1}
M7 = {rv+sd|rs,€Z}
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5.7 Winkel

Wir wollen die Grofle des Winkels ¢ berechnen, den die Pfeile zu Vektoren o,
bilden. Diesen Winkel wollen wir dann als den ,,Winkel zwischen den Vektoren“
ansehen.

Abbildung 29: Winkel ¢ zwischen den Vektoren ¢ und

Nach dem Kosinussatz aus der ebenen Geometrie gilt fiir die Seiten a, b, ¢ und
den Winkel « eines jeden ebenen Dreiecks ABC die Gleichung

a®> = b* 4 c* —2bc- cos(a) ,

man spricht gern vom ,verallgemeinerten Pythagoras®“. In der Tat steht da fiir
a = 90° der Satz des Pythagoras, fiir andere Winkel « tritt eben noch ein Korrek-
tursummand hinzu.

Der Beweis des Satzes ist nicht schwer, aber wir wollen uns jetzt nicht mit
Trigonometrie beschéftigen, sondern wenden den Satz auf das durch die Vektoren
gegebene Dreieck OVW an — siehe Abbildung 29. Das ergibt, wenn wir |Z| = VZ * &
beachten,

(T—W)* (0 —wW) = TxT+ W *d —2|0] - || - cos(¢)
Wir multiplizieren die linke Seite aus und vereinfachen die Gleichung zu
—20xwW = —2|0] || - cos(p)
Noch durch —2 dividieren, und schon steht da die fantastische Gleichung

U = |0 |- cos(p) . (20)

Anmerkungen.

1. Mit Gleichung (20) konnen wir den Winkel zwischen beliebigen Vektoren aus-
rechnen — alle Zahlen in der Gleichung aufler cos(p) kennen wir, und damit
bekommen wir den Kosinus des Winkels und daraus wiederum den Winkel
selbst (zwischen 0° und 180°).

2. Das geht in jedem Raum R™ mit n > 2. Wir kénnen also dank des Skalar-
produktes iiber Winkel (und Lingen) in R&dumen beliebig grofier Dimension
sprechen und damit rechnen, und das ist doch eine bemerkenswerte Sache.

Aufgabe. Von einer Ecke eines Wiirfels gehen Flachendiagonalen, Kanten und
eine Raumdiagonale aus. Welche Winkel entstehen? Schétze zun#chst!
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5.8 Technische Ubungen

1. Hier siehst du unseren Standardwiirfel mit den Eckpunkten A(0]0]0), B(2|0]0),
C(2/2]0) und A’(0/02).

Abbildung 30: Einem Wiirfel einbeschriebenes Tetraeder

(a) Berechne Schnittgerade und Schnittwinkel der Ebenen durch A’BC” und
A'DC"). [Als Schnittgerade muss natiirlich A’C’ herauskommen)]

(b) Untersuche den dem Wiirfel einbeschriebenen Kérper.
2. Im Nullpunkt des Raumes befindet sich ein Laser. Er strahlt zun#chst in

Richtung ¢, dann wird er so gedreht, dass er schliefflich in Richtung & strahlt.
Dabei ist

-3
v =129 und w = 1

3 2

(a) Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an, in der der Strahl sich bei
der Drehung bewegt.

(b) Um welchen Winkel wird der Strahl gedreht?
(¢) Welche Punkte der Menge

5 reR, 0<2<12

beleuchtet der Strahl?

3. Stelle den Vekt_gr b als Linearkombination der Vektoren a, und dy dar, das
heiflt: schreibe b in der Form rid; + rods.
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5.9 Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene

Eine Gerade g : #(t) = @ + t¥ schneide eine Ebene E mit Normalenvektor 7 in
einem Punkt S. Nach unserer Raumanschauung ist es sinnvoll, von einem Winkel
¢ zu sprechen, den die Gerade mit der Ebene bildet — denke an einen Stab, der im
Boden steckt. Um den Winkel zu bekommen, fillt man das Lot von einem beliebigen
Geradenpunkt # S auf die Ebene. Der gesuchte Winkel ist dann der Winkel, den
die Gerade mit der Strecke von S zum Fulpunkt F' des Lotes bildet, genauer gesagt,
der kleinste der beiden Winkel.

Abbildung 31: Winkel zwischen einer Geraden g und einer Ebene E

Die Situation ist in Abbildung 31 dargestellt. Wenn du dir die Abbildung genau
anschaust, erkennst du, dass man ¢ leicht bekommen kann, ohne ein F' zu berechnen:
Man berechnet den Winkel zwischen dem Normalenvektor 7 der Ebene und dem
Richtungsvektor v der Geraden. Kommt dabei mehr als 90° heraus, nimmt man den
Nebenwinkel. Wenn man diesen Winkel von 90° subtrahiert, hat man ¢.

Fragen

1. Welchen Ortsvektor hat der Geradenpunkt in Abbildung 31, von dem aus das
Lot auf die Ebene gefillt wurde?

2. Wie sieht die Sache aus, wenn der Winkel zwischen ¢ und 7 grofler als 90°
ist?

3. Unter welchem Winkel schneidet eine Raumdiagonale eines Wiirfels eine F14-
che des Wiirfels? Schétze zuerst.

4. Gibt es immer eine Gerade durch S, die in E verlduft und die zu g orthogonal
ist?

5. Wie verhilt sich der Schnittwinkel, wenn man den Wert von d auf der rechten
Seite der Ebenengleichung éndert?

95



5.10 Schnittwinkel zweier Ebenen

Zwei Ebenen, die sich schneiden, und den Winkel zwischen ihnen siehst du zum
Beispiel, wenn du ein Buch etwas aufklappst. Der Riicken ist die Schnittgerade,
die Buchdeckel sind die Ebenen, und die beiden Unterkanten, meintwegen, sind die
Schenkel des Schnittwinkels.

Schnittgerade

Abbildung 32: Schnittwinkel zweier Ebenen

Die Ebene E; sei die xy—Ebene, die Schnittgerade der beiden Ebenen die y—
Achse. In Abbildung 32 sind die Ebenen F; und E5 durch Rechtecke dargestellt,
die gemeinsame Kante liegt in der Schnittgeraden. Der Winkel zwischen den Ebenen
liegt in der xz—Ebene, er ist durch einen Kreisbogen angedeutet. Eingezeichnet sind
auch Normalenvektoren der beiden Ebenen. Ich stelle mir das nun so vor, dass die
Ebene F; um die Schnittgerade gedreht wird, bis sie mit der Ebene E5 zur Deckung
kommt; der Drehwinkel dabei ist gerade der gesuchte Winkel zwischen den Ebenen.
Diese Drehung bringt den Normalenvektor 7; von F; in einen Normalenvektor
715 von Ey. Der gesuchte Winkel zwischen den Ebenen ist also genau so
grof3 wie der Winkel zwischen Normalenvektoren der Ebenen, und der ist
kinderleicht zu berechnen. Es mag hochstens sein, dass die Normalenvektoren einen
stumpfen Winkel bilden, dann geht man zum Nebenwinkel iiber.

5.11 Kleine Sammlung Sjardscher Probleme

Ein Punkt P des Raumes soll an einer Ebene E gespiegelt werden. Gesucht ist der
Bildpunkt P’. Das ist ein hiibsches Problem. Man kann P’ einfach mit Standard-
werkzeugen bestimmen, man kann, falls ' den Nullpunkt enthélt, die Abbildung
¢ : P p’ wie Oliver als Matrixabbildung schreiben, und man kann sich auch von
Sjard anregen lassen, Purzelbdume zu machen. In der folgenden kleinen Aufgaben-
sammlung kommt das alles zu seinem Recht.
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Wir gehen aus von der Ebene E : 7+ Z = 0 und p € R?. Wenn du gut trainiert
bist, kannst du relativ weit mit Variablen rechnen und das Problem allgemein l6sen.
Irgendwann wirst du konkrete Daten haben wollen, da nimmst du halt

1. Standardwege iiber den FuBBpunkt F' des Lotes von P auf E:

(a) Mache dir Klar, dass " = j+ 2PF ist.
(b) Bestimme F' mit Hilfe orthogonaler Zerlegung p'= ¢ + & mit @ L 7.

(c) Bestimme F als Schnittpunkt der Geraden durch P mit Richtungsvektor
7 mit der Ebene F.

(d) Bestimme t so, dass (p — ti) * @ = 0 ist, und erklire die Idee dieses
Ansatzes.

2. Olivers Abbildungsmatrix
Erinnere dich an das Merkverslein, bestimme damit die richtige Matrix und
mache dir klar, dass es sich iiberhaupt um eine Matrixabildung handelt: die
Bilder der Einheitsvektoren legen bereits die Bildvektoren eines jeden & € R3
fest. [Hinweis: Falls E nicht den Nullpunkt enthélt, bleibt der auch nicht fest,
und dann kann die Abbildung keine Matrixabbildung sein]

3. Sjards Winkel zwischen 7 und p
(a) Berechne den Winkel «, den p und 7 bilden.

(b) Schreibe eine Gleichung fiir die Vektoren & hin, die mit 7 den gleichen
Winkel bilden, und {iberlege dir, welches geometrische Gebilde dahinter-
steckt.

(¢) Finde iiberhaupt einen konkreten Vektor, der mit 7 den Winkel « bildet.
Der Vektor soll aber kein Vielfaches von p’ sein.

(d) Sjard will in der Ebene bleiben, in der P und die von 7 erzeugte Gerade
liegen. Schreibe eine Parameterdarstellung fiir diese Ebene hin: der allge-
meine Vektor Z(s,t) ist eine Linearkombination von 7 und p. Kannst du
die Bedingung, dass Z(s,t) mit 7 den Winkel « bilden soll, rechnerisch
verwerten? Kommst du damit zum Ziel?

4. Orthogonale Basis
Suche von 0 verschiedene Vektoren ¥ und , die zu 7 orthogonal sind und die
auch noch untereinander orthogonal sind. Wenn du p’ als Linearkombination

g = ri+ sv+ td
von 71, U, w schreiben kannst, ist offensichtlich
—/

plo= —ri4st+td .

Wenn du die Vorfaktoren r, s, t kennst, sind wir fertig. Die kannst du iiber ein
3 x 3-LGS berechnen, viel besser aber mit dem Trick aus der orthogonalen
Zerlegung. Probiere es mal.
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6 Platonische Korper
6.1 Einfiihrung

Schon in der Antike beschéftigte man sich mit Polyedern, also mit Kérper, die von
ebenen Vielecken begrenzt wurden. Als besonders vollkommen wurden die angese-
hen

)

1. deren Seitenflichen kongruente regelméfiige Vielecke sind und
2. deren Ecken alle kongruent sind,

und das sind die berithmten platonischen Koérper. Sie spielen auch in Keplers
Weltgeheimnis eine wichtige Rolle.

Einen dieser Kérper kennst du gut: Ein Wiirfel hat Quadrate als Seitenfléichen,
und in jeder Ecke stoflen drei von ihnen zusammen.

Es gibt nicht allzuviele von diesen platonischen Kérpern, und das kommt so: In
jeder Ecke miissen mindestens drei Flichen zusammenstolen. Die Innenwinkel an
dem gemeinsamen Eckpunkt miissen zusammen kleiner als 360° sein, sonst kann
man keine Korperecke bilden; ein Innenwinkel muss folglich kleiner als 120° sein.
Der Innenwinkel eines regelméfligen Sechsecks ist 120°, und in der Tat erhélt man
ein ebenes Gebilde, wenn man drei regelméflige Sechsecke zusammenlegt. Der In-
nenwinkel eines regelméfligen Fiinfecks ist 108° grof}, man kann also eine Korperecke
aus drei Fiinfecken bilden, aber nicht von vier oder mehr. Genauso ist es bei Qua-
draten, man kann aus dreien eine Kérperecke bilden (und erhilt den Wiirfel als
Korper), aber nicht aus vier oder mehr. Nur von gleichseitigen Dreiecken kann man
drei, vier oder fiinf nehmen und verkleben.'® Folglich gibt es insgesamt nur fiinf
Bausétze fiir Korperecken. Dass es auch nur fiinf platonische Korper gibt, ist leich-
ter hingeschrieben als exakt bewiesen. Ein Beweis, der keine Puddinganteile mehr
enthiilt, das heif3t, der sich nicht stark auf Anschauung stiitzt, verwendet ordentliche
Algebra. Es mag dich beruhigen, dass es einen solchen Beweis gibt.!* Man muss sehr
sorgfiltig definieren, was ein platonischer Korper ist; ich habe euch ja ein schriges
Beispiel'® gezeigt, das 1946 von van der Waerden und Freudenthal konstruiert wur-
de.'® Man muss zum Beispiel fordern, dass die Ecken des Korpers kongruent sind
oder dass alle Eckpunkte auf einer Kugel liegen.

Abbildung 33: Beispiel eines Korpers aus kongruenten gleichseitigen Dreiecken, der
kein platonischer Korper ist (Freudenthal und van der Waerden)

13Zeichnungen der moglichen Eckenbausitze findest du in Abbildung 34.

HSiche z.B. M. A. Armstrong, Groups and Symmetry, Springer—Verlag New York 1988; hier die
Kapitel 8 und 19

I5siehe Abbildung 33

16B. Artmann, Euclid — The Creation of Mathematics, Springer—Verlag New York 1999, S. 297
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6.2 Konstruktion von Oktaeder und Tetraeder

Man sagt, ein wichtiges Ziel Euklids groler Geometrie sei der Nachweis der Existenz
der platonischen Korper gewesen. Wir haben es leichter als Euklid, wir kénnen fiir
die Korper Listen der Koordinaten der Eckpunkte angeben. Fiir den Wiirfel haben
wir das mehrfach gemacht.

Thr habt mit den dreieckigen Plastikbausteinen experimentiert: drei Dreiecke
ergeben eine Ecke eines Tetraeders, vier Dreiecke eine Ecke eines Oktaeders.
Eine anschauliche Vorstellung dieser Korper habt ihr also. Eine schone Darstel-
lung des Oktaeders erhalten wir, wenn wir die sechs Punkte mit den Ortsvektoren
+e1, €5, +é3 verwenden. Wir konnen auch die sechs Fldchenmittelpunkte eines
Wiirfels verwenden, auch die liefern ein System von Oktaedereckpunkten.

Um ein System von Eckpunkten eines Tetraeders zu gewinnen, kénnen wir in
der xy—Ebene ein gleichseitiges Dreieck mit Zentrum im Nullpunkt verwenden und
einen Punkt auf der z—Achse so bestimmen, dass seine Entfernung von den Ecken
gleich der Kantenlénge des Dreiecks ist. Das ergibt aber recht héssliche Koordinaten.
Besser nimmt man einen Wiirfel. Nicht—parallele Flachendiagonalen gegeniiberlie-
gender Fliachen sind Kanten eines Tetraeders — siehe Abbildung 30 auf Seite 54
und Abbildung 36 auf Seite 60. So bekommt man, wenn man vom Einheitswiirfel
ausgeht, als Tetraedereckpunkte diese hier:

A(0[0]0), B(1|1|0), C(1]|0]1), D(0|1]1) . (21)

Man rechnet leicht nach, dass je drei von ihnen ein gleichseitiges Dreieck mit der
Kantenléinge v/2 bilden.

Aufgaben

1. Das Zentrum eines gleichseitigen Dreiecks sei der Nullpunkt der Ebene, ein
Eckpunkt der Punkt A(1|0). Bestimme die beiden anderen Ecken B und C.

2. Bette das Dreieck ABC der vorigen Teilaufgabe in die xy—Ebene eines raumli-
chen Koordinatensystems ein — das Zentrum in den Nullpunkt — und bestimme
einen Punkt S auf der z—Achse so, dass ABC'S ein regelméafBiges Tetraeder ist.

3. Berechne die Kantenlénge des Tetraeders mit den Eckpunkten aus Gleichung
(21) auf Seite 59.

4. Berechne beim Tetraeder und beim Oktaeder die Winkel zwischen benachbar-
ten Flachen.
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Abbildung 34: Die moglichen Bausétze fiir Ecken platonischer Korper

Abbildung 35: Oktaeder

Abbildung 36: Ein Tetraeder, das auf einer Kante steht, und ein Tetraeder, das auf
einer Fliache steht, wirken wie zwei verschiedene Korper
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6.3 Einschub: Vermischte Aufgaben zur Raumgeometrie

1. Der Raumpunkt P hat von F(0|0|4) den Abstand 5, und P liegt in der zy—
Ebene. Stelle eine Gleichung auf und beschreibe die Losungsmenge geome-
trisch.

2. Der Raumpunkt P hat von A(3]4|5) und von B(—1|2|1) die gleiche Entfernung.
Bestimme die Losungsmenge und beschreibe sie geometrisch.

3. Das Dreieck mit den Eckpunkten P, A(3|4|5) und B(—1|2|1) hat einen rechten
Winkel bei P. Stelle eine Gleichung fiir die Koordinaten von P auf.

4. Der Raumpunkt P hat von A(3]4]5) und von B(—1|2|1) die gleiche Entfernung,
und er liegt auf der Geraden

1
g: Z(t)=C+t0  mit c=1o0 und =1 92
0

Bestimme P.

5. Der kleine Tim hilt seine Armbanduhr so, dass er mit Hilfe der Sonne einen
hellen Fleck in eine Ecke des Klassenraums iiber der Tafel zaubert. Das Kunst-
stiick fallt ihm moglicherweise leichter als dir die Rechnung, wie die Glasschei-
be der Uhr zu halten ist: Das Sonnenlicht falle in Richtung des Vektors

4

ein, es trifft das (ebene) Uhrglas im Punkt (0]0]0), und der reflektierte Lich-
strahl beleuchtet den Punkt P(5/4|3) an der Wand. Wie hélt Tim die Uhr?
[Unser Tim ist das nicht, K12 hat nur Westfenster]

6. Es geht um die Schar aller Ebenen, die durch die beiden Punkte A(1]1]1) und
B(1| — 1]1) gehen.
(a) Welche Schnittgebilde haben die Ebenen der Schar mit unserem Okta-
eder? Zéhle die Formen auf.
(b) Bestimme die Ebene der Schar, die durch (2]0]0) geht.

(c) Justin bezeichnet mit E, die Ebene der Schar, die durch (a|0]|0) geht.
Welche Darstellung fiir E, erhélt er? [Natiirlich stellt er eine Koordina-
tengleichung auf, wie jeder verniinftige Mensch]

(d) Erwischt Justin alle Ebenen der Schar?

7. Der Abstand des Punktes P von der zy—Ebene ist genau so grofl wie seine
Entfernung von F'(0]0|2). Wie sieht die Losungsmenge aus?

8. Der Punkt P hat von der Ebene E : 2x — 4y + 4z = 0 den Abstand 6, und er
liegt auf der Geraden

2 1
g: Zt)=]-1|+t|1
1 1

Bestimme die Losungsmenge.
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9. Liegen die Punkte A(12|25|6) und B(10|30|8) auf verschiedenen Seiten der
Ebene E aus der vorigen Teilaufgabe?

10. Gegeben seien eine Geradenschar g, und eine Gerade h mit

0 1 7 0
Ja: Talt)=1al|+t]o0 und  h: F(@t)=[11]|+t]o0
0 a 0 1

Welche Schargerade schneidet h? Beschreibe auch, wie die Schargeraden aus-
sehen und welches geometrische Objekt von allen Geraden gebildet wird.

11. Bestimme den Schnittpunkt der Geraden durch P(4]0[1) und Q(—5|1|0) mit
der Ebene durch die Punkte A(1]0]0), B(0]|1]0) und C(0]0]1) und stelle fest,
ob der Schnittpunkt im Innern des Dreiecks ABC liegt. Und sag mal: woher
kennst du das Dreieck?

12. Bestimme den Abstand des Punktes P(—1]0]/0) von dem Dreieck ABC' aus
der vorigen Teilaufgabe.

13. Was sind denn das fiir schréige Punktmengen?

t
M1: y

t,y e R

My = { | singt) | [0t <2m 0=z

My = Yy ‘x,yeR
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6.4 Bericht iiber das Dodekaeder

Das Dodekaeder besteht aus zwolf regelméfligen Fiinfecken, seine Konstruktion ist
etwas verzwickt. Wir folgen ungefdhr dem Weg, den schon Euklid gebahnt hat.

Beginnen wir mit einem regelméfiigen Fiinfeck mit einer Diagonalen. Die Dia-
gonale zerlegt das Fiinfeck in ein gleichschenkliges Trapez und ein gleichschenkliges
Dreieck.

Abbildung 37: Regelméfiges Fiinfeck mit einer Diagonalen

Wir verwenden die Diagonale als Kante eines Quadrats und zeichnen ein zweites
Trapez ein wie in Abbildung 38.

Abbildung 38: Fiinfeck mit Quadrat aus Diagonalen
Die beiden Trapeze iiberlappen sich. Wir kénnen sie um die Quadratkanten hoch-

drehen und erhalten ein Walmdach. Bei den beiden dreieckigen Dachflidchen, die
dabei entstehen, handelt es sich genau um das Dreieck aus Abbildung 37.

|
|

Abbildung 39: Walmdach iiber dem Diagonalenquadrat aus den Teilen zweier Fiinf-
ecke
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Den Boden des Walmdachs ergénzen wir zu einem Wiirfel und kleben an die rechte
Wiirfelfliche ein weiteres Walmdach an wie in Abbildung 40 gezeigt.

/ /

Abbildung 40: Wiirfel mit Walmdéchern

Ein Dreieck des einen und ein Trapez des anderen Walmdachs bilden ein Fiinfeck.
Man kann nachweisen, dass es sich um ein ebenes Fiinfeck handelt und nicht etwa
an der gemeinsamen Wiirfelkante ein Knick ist. Setzt man nun auf die anderen
Wiirfelflachen ebenfalls Walmdécher in rechter Ordnung, entsteht ein Dodekaeder,
dem ein Wiirfel einbeschrieben ist. Wir entfernen den Wiirfel nach und nach —

/

— und da ist das Dodekaeder.

Abbildung 41: Dodekaeder

Anmerkung: Die zwolf Mittelpunkte der Seitenflichen sind die Eckpunkte eines Tko-
saeders, seine Seitenflichen sind zwanzig gleichseitige Dreiecks. Damit ist unsere
Sammlung platonischer Kérper vollstindig.
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7 Determinanten

7.1 DMotivation und Definition

Hier siehst du das von drei Vektoren @, g, ¢ € R3 ,aufgespannte Parallelepiped®. Das
ist ein Korper. Die Vektoren @ und b spannen ein Parallelogramm auf, das kannst du
als Grundflache ansehen. Dieses Parallelogramm wird um den Vektor ¢ verschoben.
Das verschobene Parallelogramm ist quasi der Deckel des Korpers. Auf seinem Weg
aus der Ausgangslage in die Endlage in der durch ¢ gegebenen Richtung schiebt sich
das von @ und b aufgespannte Parallelogramm durch den Korper.

o

Abbildung 42: Von den Vektoren a, g, ¢ aufgespanntes Parallelepiped

Die Determinante ordnet dem Satz d, 5, ¢ von Vektoren eine Zahl zu, und der
Betrag dieser Zahl ist das Volumen des Parallelepipeds — da geht die Reise hin. Das
Formelzeichen ist

det((@,b,7) oder kurz det(@,b,é) , (22)
dabei ist M = (d, 5, @) die Matrix mit den Spaltenvektoren a, 5, ¢. Wir tasten uns
nun langsam an die Sache heran.

1. Natiirlich muss

100
det|g 1 o] =1 (23)
0 0 1
sein, da steht ja das Volumen des Einheitswiirfels, also des ,, Mafpolytops* des

Raumes.

2. Die Vektoren zi€1, o€, x3€3 spannen einen Quader auf. Sein Volumen ist
der Betrag des Produkts z;zox3. Verniinftigerweise setzt man also

X1 0 0
det | 0 25 0| = miz223 . (24)
0 0 I3

3. Es sei r eine Zahl. Das von @b, ré aufgespannte Parallelepiped erhilt man
aus dem von d@, g, ¢ aufgespannten Parallelepiped, indem man die zu ¢ gehorige
Kante mit dem Faktor r streckt. Das geht natiirlich auch mit jedem der beiden
anderen Vektoren. Dementsprechend fordert man

det(rd, b,@) = det(@,rb,é) = det(d,b,ré) = rdet(d,b,?c) (25)

65



fiir alle r € R.
4. Die néchste Forderung ist, dass
det(a@, b, & + &) = det(d@,b,&) + det(a,b,a) (26)

sein soll, und Entsprechendes gilt auch fiir die beiden anderen Vektoren. Das
ist leicht nachvollziehbar. Man baut zwei Parallelepipede mit der gleichen
Grundfliche zusammen.

Abbildung 43: Zu Gleichung (26)

5. Schlieflich verlangt man, dass
det(@, b, ¢+ rd + sb) = det(a,b,?) (27)

gelten soll fiir alle ;s € R. Das ist, wenn man es recht bedenkt, auch ein-
leuchtend. Der Vektor &+ rd + sb ist Ortsvektor eines Punktes in der Ebene,
die parallel zur Grundfliche ist und die durch C' geht. Hier schaut das Prinzip
von Cavalieri um die Ecke! — Da Ansichtssache ist, welche Fliche man als
Grundfliche ansehen will, gelten entsprechende Regeln auch fiir die beiden
anderen Vektoren.

Nun kann man eine Funktion Theo auf Matrizen einfithren und eine lange Liste
von Forderungen aufstellen, die diese Funktion erfiillen soll. Dann ist aber offen,
ob es eine Funktion mit den postulierten Eigenschaften {iberhaupt gibt. In unse-
rem Fall haben die Mathematiker nachgewiesen, dass es eine Funktion det mit den
oben notierten Eigenschaften gibt und dass sie durch diese Eigenschaften auch ein-
deutig bestimmt ist. Das vollziehen wir nicht nach, davon héttest du wenig. Du
kannst deine Zuversicht darauf griinden, dass die Sache funktionieren sollte, wenn
det(M) das Volumen des Parallepipeds ist, das von den Spaltenvektoren von M
aufgespannt wird. Dann bleibt blofl noch das seltsame Phénomen zu deuten, dass
die Determinante negative Werte annehmen kann.

Wir notieren zwei Regeln fiir die Determinante:

9 Lemma
Es sei d@,b,¢ € R3. Dann gilt:

det(@,5,0) = 0 und (28)
det(a@,b,8) = —det(b,a,?) . (29)

In Worten: Ist eine Spalte der Nullvektor, ist der Wert der Determinante 0, und
vertauscht man zwei Spalten, erhilt die Determinante den Faktor —1.
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7.2 Einige Aufgaben

1. Berechne

det |1 2 -1 und det 2 1
5 3

2. Die Abbildung 43 kann man mit etwas Miihe auch als Illustration zu Gleichung
(27) verwenden. Erklire!

-,

3. Begriinde formal und anschaulich, dass det(d, b, b) = 0 ist.
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8 Klausur Nr. 6 am 26. November 2015

1. Raumgeometrie. Gegeben seien die Raumpunkte A(1]3]2), B(2]2|3) und
C(7]1]2) und natiirlich der Nullpunkt O(0|0]0).

(a)

(2)

(h)
(i)

Notiere eine Parameterdarstellung und eine Koordinatengleichung der
Ebene E durch die Punkte A, B und C'. [Kontrollergebnis: £ : 2z + 6y +

4z = 28] [10]
Zeige, dass der Punkt P(6[1|2,5) in der Ebene E liegt, und untersuche,
ob er zum Dreieck ABC' gehort. [13]
Bestimme den Punkt, den man erhélt, wenn man den Nullpunkt an der
Ebene F spiegelt. 8]
Wie grof ist der Innenwinkel o des Dreiecks ABC'? [8]
Berechne die Hohe des Tetraeders mit der Grundflache ABC und der
Spitze O. [4]

Der Punkt C' soll durch einen Punkt C’ auf der Parallelen zu AB durch
C ersetzt werden, der von A und von B gleich weit entfernt ist. Schreibe
einen Ansatz fiir die Bestimmung von C” hin oder beschreibe wenigstens
einen Losungsweg — die Berechnung selbst ist nicht verlangt. [12]

Kannst du etwas dariiber sagen, wie sich die Volumina der Tetraeder
ABCO und ABC’O verhalten, ohne die Volumina auszurechnen? [8+]

Berechne det (@, b, @) und gib Auskunft, was die Zahl bedeutet. [10]
Berechne den Abstand der Geraden AB von der z—Achse. [12]

2. Platonische Korper. Wie du weifit, bilden die Raumpunkte mit den Orts-
vektoren +¢€7, =€ und £e3 die Ecken eines Oktaeders.

(a)
(b)

Begriinde kurz, dass auch die Punkte (0|0]0), (0|0|2), (£1]0|1), (0] £ 1|1)
Eckpunkte eines Oktaeders sind. [4]

Fertige eine Zeichnung an: Nimm als Bilder der Einheitsvektoren die
Punkte (5]0), (4|3) und (0|5) der Zeichenebene [Einheit dort: 1 cm]. No-
tiere auch die Matrix fiir die Umrechnung der rdumlichen Koordinaten
in die Koordinaten der Zeichenebene. Nimm fiir die Zeichnung selbst
eine Seite deines Hefts und schreibe die (rdumlichen) Koordinaten an
die Eckpunkte des Oktaeders. — Uber dieses Oktaeder geht der Rest der

Aufgabe. (11]
Die zy—Ebene werde um die z—Achse gedreht. Beschreibe, welche Schnitt-
gebilde mit dem Oktaeder auftreten. [8]

Gib eine Parametrisierung der Ebenenschar der letzten Teilaufgabe an,
also so etwas wie E, : .. .. [6+]
Begriinde, dass die Punkte (0]0|0), (1|1|0), (1]0|1) und (0]|1|1) die Eck-
punkte eines (regelméfBigen) Tetraeders sind, und ergiinze das Tetraeder
in deiner Zeichnung. [10]

Welche Fliche haben Tetraeder und Oktaeder gemeinsam? [Die kannst
du so hinschreiben, rechne nichts] [4]

Am Modell sieht es so aus, als setzten drei Tetraederflichen die Ok-
taederflichen, mit denen sie (nur) eine Kante gemeinsam haben, ohne
Knick fort. Klére fiir ein Flachenpaar exakt, ob an der Kante wirklich
kein Knick ist. [12]
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3. Ein paar schrige Sachen.

(a) Durch die Menge

cos(t)
1 0<t<2rm
sin(t)
ist geometrisch eine Kreislinie gegeben. Gib den Mittelpunkt und den
Radius des Kreises an und die Ebene, in der der Kreis liegt. [6]
(b) Was bedeuten die folgenden Mengen geometrisch? [12]
cos(t)
M, = y ’O§t<2ﬂ',0§y§1
sin(t)
cos(t)
My = <r| 1 ‘0§t<2ﬂ',0§r
sin(t)
(¢) Berechne den Winkel zwischen der Ebene E : 42 — 2y — 4z = 0 und der
zy—Ebene. (8]
(d) Der Punkt P(1]2|3) liegt auf einer Kugel um den Nullpunkt. Gib den
Radius r der Kugel an und schreibe ihre Gleichung hin. [6]

(e) Essei P der Punkt der vorigen Teilaufgabe. Welches geometrische Objekt
ist durch die Gleichung

Fri = prp

gegeben und was hat es mit der Kugel zu tun? 8]

(f) SchlieBlich suchen wir noch eine Matrixabbildung des Raumes, die die
Vektoren €; und €5 unverindert ldsst und die den Ortsvektor des Punktes
(1] = 2/1) in den Vektor & abbildet. Stelle die Matrix auf. Und wenn du
eine Ahnung hast, was die Abbildung mit dem Raum anstellt, kannst du
dies gern beschreiben; es entstehen dir aber keine Nachteile, wenn du das
nicht machst. [4+]
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9 Basis, Dimension, Lineare Unabhingigkeit

9.1 Fahrplan

Nun sollst du etwas iiber die Struktur von Vektorrdumen erfahren. Dabei beginne ich
nicht mit einer allgemeinen Definition eines Vektorraums, das brichte dir vermutlich
wenig. Wir sehen uns das Wesentliche im vertrauten R™ an und verwenden geome-
trische Interpretationen, das wird dir das Verstehen erleichtern. Meilensteine an
unserem Weg sind die Begriffe Linearkombination, Erzeugnis, Erzeugendensystem,
Basis als minimales Erzeugendensystem und Dimension als Anzahl der Elemente
eines solchen. Du wirst wieder Matrixabbildungen begegnen und ein paar fremdar-
tige Beispiele fiir Vektorrdume sehen, damit du nicht denkst, Vektorraum sei nur ein
anderes Wort fiir den R™ — das wére viel zu eng. Der Begriff des Vektorraums gehort
zu den zentralen Begriffen der Mathematik, und Vektorrdume kommen praktisch
iiberall dort vor.

9.2 Darstellung eines Vektors als Linearkombination

Es seien n feste Vektoren ai,ds,...,d, € R™ gegeben. Nun will man einen Vektor
b € R™ als Linearkombination der @ schreiben, das heifit, man sucht Zahlen
71,72, ...,Tn SO, dass

n
b = ridy +rodo+ ... +1rpdy, = E o
k=1

ist.
Technisch gesehen ist das eine alte Jacke; da steht ja nur das m x n—LGS

AT = b,
wobei A = (d1,ds,...,d,) die Matrix mit den Spaltenvektoren di,ds,...,d, ist.
Inhaltlich begegnet uns das Problem zum Beispiel in folgenden Kontexten.

1. Man will wissen, ob der Fupunkt F' des Lotes von der Spitze S einer Pyra-
mide im Raum mit Grundfliche ABC auf die Ebene E durch die Grundfléche
innerhalb des Dreiecks liegt. Den Ortsvektor f von F' berechnet man, wie

immer, mit der Normalengleichung von FE. Jetzt muss man den Vektor f — @,
der von A zu F zeigt, als Linearkombination

AF = f—a = TﬁJrsm

schreiben. Die Grofie von r und s verrit, wo F' relativ zum Dreieck ABC
liegt. Im Dreieck liegt F' dann und nur dann, wenn 0 < r;s und r +s < 1 ist
— siehe Abbildung 44 auf Seite 71. Fiir den dort eingezeichneten Punkt F ist
l<r<2und0<s<1.

2. Man hat eine Matrixabbildung ¢ : &+ A%, und man sucht zu einem vorge-
gebenen Bildvektor b ein Urbild & mit AZ = b.

3. Man sucht eine Matrixabbildung, die etwas Bestimmtes leistet. Konkretes
Beispiel: Der Vektor ¢ = (1) soll fest bleiben und der Vektor @ = (5%)
soll auf @ + @ abgebildet werden.!'” Wie du weit, stehen in den Spalten der

"Das ist eine Scherung der Ebene, Scherachse ist die von ¥ erzeugte Gerade.
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Matrix die Bilder der Einheitsvektoren. Man schreibt die Einheitsvektoren als
Linearkombinationen von v, w. Ist

dann ist
0+ s(U + W)
der Bildvektor von €7, also der erste Spaltenvektor der gesuchten Matrix.

Anmerkung: Die beiden LGS mit den rechten Seiten é; und €5 16st man
simultan; die notigen Zeilenumformungen héngen ja nur von der linken Seite
ab. Das LGS hat die Form

T | & &

mit zweil rechten Seiten.

Abbildung 44: Wo liegt der Punkt F'? (Zu Nr. 1 auf Seite 70)
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9.3 Erzeugnisse

Das Erzeugnis einer (endlichen) Menge von Vektoren ist die Menge aller Linearkom-
binationen, die man aus diesen Vektoren bilden kann. Natiirlich miissen die Vektoren
von der gleichen Sorte sein, also aus dem gleichen Vektorraum, zum Beispiel aus
dem R™. Fiir diesen Fall schreibe dir eine formale Definition auf:

10 Definition
Fiir n Vektoren ¢4, 0s,...,0, € R™ ist das Erzeugnis (¥1,¥s, ..., T, ) dieser Vek-
toren die Menge

n
(U1, V..., Up) = { g LUk ‘rl,rg,...,rneR}
k=1

Das System vy, Vs, ...,0, der Vektoren nennt man ein Erzeugendensystem der
Menge.

Beispiel. Es seien €1, €, &3 die drei Einheitsvektoren des R?. Dann ist (&} ) die
x—Achse, (€1, € ) die zy—Ebene und (€}, €, €3 ) der ganze Raum R3. Klar? Probiere
es mal aus und beschreibe die geometrische Bedeutung der folgenden Erzeugnisse:

U = (€1, e +¢é)

Us = (8eé71)

Us := (€1 — @&, €1 +&)
Uy == (0)

Us := (€1, €, €1+ )

Eigentlich sind Erzeugnisse alte Bekannte fiir dich. Die Losungsmenge eines ho-
mogenen LGS ist ein Erzeugnis, und die Menge der Bildvektoren einer Matrixab-
bildung & — AZ ist das Erzeugnis der Spaltenvektoren der Matrix A, denn es gilt
ja, wenn A eine m x n—Matrix ist.

n
AT = E :L'ka:k
k=1

Aufgaben

1. Lose die folgenden LGS und schreibe die Losungsmenge als Erzeugnis.

540 Z =0 r+y+z =0
0 3 5
2. Die durch
5 4 0 1 2 =3
Z— o 3 5| % sowie die durch Z— |2 —4 6 | -7
0 0 0 3 6 -9

gegebene Matrixabbildung bildet den R? in den R? ab. Bestimme jeweils die
Menge der Bildvektoren und schreibe sie als Erzeugnis mit moéglichst wenigen
erzeugenden Vektoren.
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9.4 Abgeschlossenheit

Eine charakteristische Eigenschaft von Erzeugnissen ist ihre Abgeschlossenheit:
Addiert man Vektoren eines Erzeugnisses oder bildet man von einem solchen Vektor
ein Vielfaches, fiithrt dies niemals aus dem Erzeugnis heraus. Ich formuliere die
Angelegenheit konkret fiir den Spaltenraum.

11 Lemma
Es seien v, s, . . ., U, Vektoren des R™ und

U = (U1,02,...,0p)
ihr Erzeugnis. Dann gelten die beiden folgenden Aussagen:

ZyelU = Z+yeU
ZelU, reR = r2elU

Schau dir an, wie man solche Aussagen beweist:

Beweis. Es sei #,y € U. Dann gibt es Darstellungen

n n
T = E Tkﬁk und gz E Sk’Uk
k=1 k=1

mit reellen Zahlen r1,7r9,...,7, und s1, s2,...,s,. Nun gilt
n n
T+y = E rEUr + E SkUk
k=1 k=1

= Z(Tkﬁk + SkUk)

=~
Il
_

\
NIE

(i + sk)Uk

~
Il
—

und das liegt offensichtlich in U. — Der Beweis der zweiten Aussage sei dir zur
Ubung iiberlassen. O

Geometrische Interpretation. Sind zum Beispiel A, B, C' Punkte einer Ebe-
ne. dann bleibt man in der Ebene, wenn man den Punkt C' um AB verschiebt oder
wenn man A um n@ verschiebt. Aber Vorsicht: In der Geometrie zeichnen sich
Ebenen durch den Nullpunkt durch nichts vor beliebigen Ebenen aus, aber nur
Ebenen durch den Nullpunkt gehotren zu Erzeugnissen! Addierst du zwei
Ortsvektoren von Punkten einer Ebene, die nicht den Nullpunkt enthélt, bist du
sofort von der Ebene herunter. Anders gesagt: Nur Losungsmengen homogener LGS
sind Erzeugnisse, niemals die inhomogener LGS.
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9.5 Aufgaben
Die Vektoren in diesen Aufgaben sind beliebige Spaltenvektoren des R™.

1. Zeige, dass
<1717627"'7Un> = <1717627"'76n+7’61>

ist fiir jedes r € R. [Tipp: Zeige, dass jedes Element der einen Menge auch zur
anderen gehort und umgekehrt]

2. Zeige, dass
n—1
(U1,U2,...,0n) = <01,U2,---,Un+2 iUk )
k=1

ist fur alle r1,79,...,7h—1 € R.

3. Siehst du eine geometrische Deutung der Aussagen der beiden letzten Aufga-
ben?

4. Zeige, dass der Nullvektor in jedem Erzeugnis enthalten ist.

5. Berechne die Losungsmenge der Gleichung = + y + z = 0 und schreibe sie als
Erzeugnis.

6. Berechne die Losungsmenge der Gleichung x + y + z = 4 und zeige, dass man
sie nicht als Erzeugnis schreiben kann. [Tipp: Ist der Nullvektor Losung?]

7. Gib ein Erzeugendensystem des R™ an fiir m = 1, m = 2, m = 3, allgemein.

9.6 Lineare Unabhingigkeit

Wir wollen danach fragen, wie ein Erzeugnis von n Vektoren typischerweise aussieht.
Kniipfen wir an Bekanntes an: In geometrischer Sprache ist das Erzeugnis

(o)

eines Vektors 7 # 0 des R?® eine Gerade durch den Nullpunkt. Nimmt man nun
einen Vektor ¥ hinzu, der nicht zu der von ¥} erzeugten Geraden gehort, ist das
neue Erzeugnis

(U, 72)
eine Ebene durch den Nullpunkt. Nimmt man einen dritten Vektor ¢3 hinzu, der
nicht in der von ¥} und ¥, erzeugten Ebene liegt, ist das Erzeugnis

< U1, 0V2,03 >
der ganze Raum.

Liegt '3 doch in der von ¢; und v erzeugten Ebene, dann ist auch das Erzeugnis
der drei nur wieder die Ebene. An der Zahl der erzeugenden Vektoren kann man
die wirkliche Grofle des Erzeugnisses also nicht unbedingt ablesen; nur kann eben
das Erzeugnis zweier Vektoren maximal eine Ebene durch den Nullpunkt sein.
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So weit, so gut. Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu und fragen nach
der ,,Grofle” des Erzeugnisses

U = (U1,02,...,0)

von n Vektoren des R™.

Natiirlich kénnten wir wie oben vorgehen, mit dem Erzeugnis von #; beginnen,
dann ¥ hinzunehmen, wenn v nicht im Erzeugnis von ¢ liegt, und v andernfalls
weglassen, dann mit 3 fortfahren und so weiter, bis wir schliefflich v, verarbeitet
haben. So erhalten wir ein minimales Erzeugendensystem von U. Aber die Sache
hat zwei Nachteile. Der erste ist dir vielleicht schleierhaft, aber ich fithre ihn an: Wir
arbeiten in einer bestimmten Reihenfolge. Was ist, wenn man die Reihenfolge der
verdndert und von vorn beginnt? Kommt dann dasselbe Ergebnis heraus? Ich kann
dich beruhigen, falls das notig sein sollte: ja, kommt es. Der zweite Nachteil wird
dir mehr einleuchten: Die Sache ist ziemlich viel Arbeit. Falls alle ¢, drin bleiben,
musst du ein m x 1-LGS, ein m x 2-LGS und so weiter bis zu einem m x (n—1)-LGS
16sen.

Es gibt einen besseren Weg, der von vornherein alle U}, gleich behandelt. Wenn
ich sehen will, ob es unter den erzeugenden Vektoren iiberfliissige gibt, schreibe ich
eine Linearkombination der v} hin, die den Nullvektor ergibt:

D> it = 0 (30)
k=1

oder, ausgeschrieben,

—

vl +rots +...+1r0t, = 0 . (31)
Da steht jetzt ein homogenes m x n—LGS. Wenn es nur die Lésung
rm=ro=...=1r,=0

gibt, dann ist auch kein v}, eine Linearkombination der iibrigen. Gibt es eine Losung
des LGS, bei der ein 7 # 0 ist, kann ich die Gleichung nach v}, auflésen, und damit
ist Uk in dem Fall iiberfliissig und kann weggelassen werden.

An der Losungsmenge des homogenen Systems kann ich genau sehen, wieviele
der v}, tiberfliissig sind und welche, aber das schauen wir uns spéter an. Hier kommt
jetzt die Definition des zentralen Begriffs:

12 Definition
Ein System vy, s, ...,v, von Vektoren des R™ heifit linear unabhingig, wenn
die Vektorgleichung

n
E U = T101 +12U2 + ...+ 710U, = 0
k=1
nur die Losung vy =19 = ... =1, =0 hat.

Damit ist ein Erzeugendensystem genau dann minimal, wenn das System der
erzeugenden Vektoren linear unabhéngig ist. Und ein miniales Erzeugendensystem
heiflt Basis seines Erzeugnisses.

75



9.7 Die Dimension eines Erzeugnisses

Ist das System ¥y, ¥a, . . ., U, von Vektoren (des R™) nicht linear unabhiingig, nennt
man es linear abhingig. Das ist eigentlich ja selbstverstindlich, aber ich will es
klar aussprechen.

Von zentraler Bedeutung ist der folgende Satz.

13 Satz
Es sei sei U Erzeugnis von n Vektoren (des R™). Dann ist jedes System von n + 1
Vektoren aus U linear abhéngig.

Der Beweis ist nicht sehr tiefsinnig, man muss den Nullvektor als Linearkombina-
tion der n+1 Vektoren schreiben und an dieser Linearkombination herumschrauben,
bis man sieht, dass es einen Vorfaktor # 0 geben muss. Das Herumschrauben ist
aber technisch nicht ohne; ich weifl noch nicht, ob ich das im Unterricht mache, denn
den meisten von euch wird es vermutlich nichts bringen. Die wesentliche Idee des
Beweises wird aber schon deutlich, wenn man einen Spezialfall des Satzes beweist:

14 Lemma
Ein System von m + 1 Vektoren des R™ ist stets linear abhéngig.

Beweis. Es seien 01,03, ...,U,+1 € R™. Wir machen den iiblichen Test auf
lineare Unabhéngigkeit und setzen

m—+1
E rEU = TU1 +1roUa 4+ .o+ Tit1Ums1 = 0 .
k=1

Jetzt miissen wir nur noch scharf hinschauen: Vor uns steht ein LGS, das eine Spalte
mehr hat als Zeilen. Selbst wenn bei der Durchfithrung des Gauflschen Algorithnus
keine Zeile wegfillt, entstehen nur m Stufen mit m + 1 Spalten: mindestens eine
Variable ist frei wihlbar, meinetwegen ri. Also gibt es eine Losung, bei der nicht
alle 7; den Wert Null haben: das System ist linear abhéngig. U

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir sagen, was die Dimension eines Erzeug-
nisses ist: Es sei U ein Erzeugnis von n Vektoren des R™, also

U = (01,02,...,0p)

Uberfliissige Vektoren kénnen wir weglassen, also gehen wir davon aus, dass das Er-
zeugendensystem minimal ist, die Vektoren folglich ein linear unabhéngiges System
bilden.

Es sei nun Wi, ws,...,wW; ein zweites linear unabhéngiges Erzeugendensystem
von U. Dann ist 7 < n, denn jedes System von mehr als n Vektoren aus U ist nach
dem Satz linear abhéngig. Nun vertauschen wir die Rollen und erhalten ebenso, dass
n < j ist. Es folgt n = j. Damit ist gezeigt, dass jedes linear unabhéngige Erzeu-
gendensystem von U die gleiche Anzahl von Vektoren enthilt. Anders gesagt: Jede
Basis von U hat die gleiche Anzahl von Vektoren! Diese gemeinsame Anzahl
von Basisvektoren heifit die Dimension von U, das Symbol dafiir ist dim(U).
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9.8

1.

Aufgaben

Schaue dir den Beweis von Lemma 14 genau an, bis du meinst, ihn verstanden
zu haben.'® Beweise dann konkret, dass die Spaltenvektoren der Matrix

1 0 -2 -1

linear abhéngig sind.

. Bestimme a so, dass die Spaltenvektoren der Matrix

linear unabhéngig sind. Interpretiere dein Ergebnis geometrisch.

Es sollte untersucht werden, ob ein gegebenes System vy, v, U3, Uy, U5 von Vek-
toren des R® linear unabhingig ist. Nach dem Anwenden des GauBchen Algo-
rithmus auf den iiblichen Ansatz kam dieses LGS heraus:

1 2 -3 0 4 0
01 5 5 5 0
00 0 01 0
00 0 0O 0
00 0 0O 0

Welche Dimension hat das Erzeugnis des Systems? Welche der #; sind garan-
tiert {iberfliissig? Gib eine minimales Erzeugendensystem an!

Wenn m+1 Vektoren des R™ linear abhéngig sein miissen, dann sind natiirlich
erst recht m+2, m+3, ... Vektoren des R™ linear abhéngig. Versuche einmal,
eine harte Begriindung dieser Aussage zu finden.

Zeige, dass die Einheitsvektoren €1, €, . . ., €,, des R linear unabhéngig sind.

Es sei v1,7s,...,7, ein linear unabhingiges System von Vektoren des R™.
Zeige, dass dann folgendes gilt: Aus

r101 + 1oty + ...+ 1pU, = 5101 + SoU2 + -+ - + 5,0y

folgt
T =81, Tga =82, ..., 'y = 8p

In anderen Worten: Man kann jeden Vektor des Erzeugnisses einer Basis auf
eine und nur auf eine Weise als Linearkombination dieser Basis schreiben. Li-
nearkombinationen, die sich unterscheiden, stellen auch unterschiedliche Vek-
toren dar. Bei einem linear abhéngigen Erzeugendensystem gilt dies nicht.
[Anleitung: Dies ist ein Mausefallenbeweis. Wer es richtig macht, braucht nur
eine Umformung, dann steht das Ergebnis da. Wer diese Umformung nicht
sieht, lduft unter Umsténden tagelang im Kreis.]

18{Jbrigens will ich nicht auf Dauer die Summen ausschreiben, ihr Profis kénnt ja wohl das
Summenzeichen lesen.
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7.

10.

Schreibe die Aussage und den Beweis der vorigen Teilaufgabe vornehm mit
Summenzeichen auf.

Du erinnerst dich an den Bauern Mecke mit seinen Diingermischungen — siehe
Seite 19. Hier fithrte ein Mischungsproblem auf ein LGS mit der Koeffizien-
tenmatrix

1 1 1 1
M = 1006 001 004 0.03
0.01 003 0 0.04

Fiihre dir noch einmal vor Augen, um was es ging, und bearbeite die folgenden
Auftréige.

(a) Kann das System der Spaltenvektoren von M linear unabhéngig sein?

(b) Dem guten Bauern Mecke ist das Phiénomen Lineare Unabhingigkeit
mindestens so ritselhaft wie Matthies und anderen hier. Dabei hétte es
fiir Mecke handfeste Folgen, wenn die Spaltenvektoren von M ein linear
unabhéngiges System bildeten! Némlich?

(c) Lose das LGS MZ = 0. Fithre das jedenfalls per Hand durch, wenn du
Trainingsbedarf hast. Man kann die Losungsmenge auch am Ergebnis
der Rechnungen auf Seite 19 ablesen!

(d) Sieh dir einen erzeugenden Vektor des Losungsraums an. Daraus kannst
du Erkenntnisse gewinnen, die fiir den Bauern Mecke durchaus von In-
teresse sind. Namlich?

Die Vektoren v, ¥a, . .., U, des R™ seien alle von 0 verschieden und paarweise
orthogonal. Beweise, dass sie dann ein linear unabhéngiges System bilden.

Es sei
1 0.06 0.01
- 1 o 0.01 . 0.03
1 = ) Uy = ) vy =
1 0.04 0
1 0.03 0.04

und V = <’l71,172,173>.

(a) Bestimme die Dimension von V.

(b) Berechne den Orthogonalraum V), von V, definiert durch
Vi = {ZeRZxT7=0firalleveV} .

(c) Berechne auch den Orthogonalraum von (7 ).
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9.9 Orthogonalbasen

Nehmen wir an, du sollst einen gegebenen Vektor ¥ € R'? als Linearkombination
eines Systems 1,7, . .., U9 von Vektoren des R!? darstellen. Eine schéne Besche-
rung, die Sache lduft auf die Losung eines 13 x 10-LGS hinaus, und die ist im
allgemeinen Fall per Hand nicht zu leisten. Sehr einfach wird die Sache dagegen,
wenn die v paarweise orthogonal sind, denn dann kannst du die Koeffizienten 7y

des Ansatzes
10

r = Z Tkﬁk
k=1
ganz leicht berechnen, indem du beide Seiten der Gleichung skalar mit ¥ multipli-
zierst. Rechts fallen alle Summanden aufler ry (0} * U ) weg, links steht & * ¥, es
bleibt also blo3 noch

—

Tx0p = (O x0g)
und daraus ergibt sich leicht!®

f*’[fk ..
r, = —— firk=1,2,...,10.
VE * Uk

Das ist schon, aber findet man fiir jedes Erzeugnis eine Basis aus paarweise
orthogonalen Vektoren? Ja, findet man, und es gibt dafiir sogar einen schonen Al-
gorithmus, der gut zu dem passt, was wir gelernt haben. Ich zeige dir, wie es geht.
Es sei also v, ¥, . .., U, ein linear unabhéngiges System von Vektoren des R™ und
U ihr Erzeugnis. Wir wollen eine Basis s, wWs, ..., w, von U konstruieren, deren
Vektoren paarweise orthogonal sind. Das geht so:

wp = U1
- - U2 x Wy
Wg = Vg — w1
w1y * W1
- S U3 * Wy U3 * W
w3 = V3 — w1 — 3 = 2
w1y * W1 W2 * W2
n—1 -
- . Un *WE
Wn = Un — = = Wk
* W
=1 k k

Man zerlegt praktisch jedes v} in eine Summe. Ein Summand liegt im Erzeugnis
von U1, Vs, ..., Uk_1, der zweite Summand ist orthogonal zu diesem Erzeugnis, und
den nimmt man als neuen Basisvektor. Die Zerlegung ist eindeutig! Einen Spezialfall
dieser Methode kennst du schon lange: die orthogonale Zerlegung; bei der Bildung
von Wy wendet man sie in Reinform an.

Dieses Verfahren heifit Gram—Schmidtsches Orthogonalisierungsverfah-
ren, es ist wirklich clever. Die W, bilden tatséchlich ein linear unabhéngiges System
von n Vektoren aus U, also eine Basis von U und die Wy, sind paarweise orthogonal
zu einander.

198ollten welche der 7}, gleich dem Nullvektor sein, ldsst man diese natiirlich weg.
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Aufgaben

. Wende das Verfahren auf das System

—_— = = =

des R* an.

. Kann bei dem Verfahren ein W = 0 werden?

. Zeige, dass
|| < |ok| istfirk=1,2,...,n.

[Tipp: iiberlege dir, dass aus @ L b stets |@| < |@ + b| folgt]
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9.10 Grundsitzliches zu LGS

Inzwischen hast du, wenn du deinen Pflichten nachgekommen bist, gentigend Praxis
mit LGS. Du hast damit typische Fragestellungen behandelt und eine ganze Reihe
auch praktisch durchgerechnet. Dann ist es an der Zeit, dass ich dir die Theorie
einmal dicht zusammenschreibe.

Es sei also A eine m x n—Matrix. Wir betrachten zunéchst das homogene LGS
A =0 .

Da A0 = 0 ist, ist seine Losungsmenge Lo niemals leer. Sie ist {6}, falls das System
eindeutig 16sbar ist, und sonst Erzeugnis von einem, zweien oder mehr linear un-
abhéngigen Vektoren, eben so vielen, wie an frei wihlbaren Parametern auftraten.
Ist n > m, gibt es also mehr Spalten als Zeilen, bleiben in jedem Fall frei wihlba-
re Parameter. Merksatz: Die Losungsmenge eines homogenen LGS ist stets
ein Erzeugnis. Dessen Dimension ist gleich der Anzahl frei wihlbarer
Parameter.

Schauen wir uns nun das inhomogene System
AZ=b mitb#0

an. Dessen Losungsmenge L kann durchaus leer sein. Falls es aber eine Losung gibt,
also ein 4y € R™ mit Ayy = b, dann ist auch gleich 4y + & Losung fiir jede Losung
Z des homogenen Systems, denn fiir ein solches & gilt

Ao +7) = Ao+ AZ = b4+0 = b .

Umgekehrt, ist ¢/ eine beliebige Losung des inhomogenen Systems, dann ist & = /—1j
eine Losung des homogenen Sysyems, denn

— —

AT = A(f—1) = Aj— Ay = b— 0.

Merksatz: Die Losungsmenge eines inhomogenen Systems AZ = b £ 0 ist
leer oder von der Form

L = {§+&|AT7=0}
Damit die Luft nicht gar so diinn ist, bekommst du einige Beispiele.

1. Essei 7 # 0 ein Vektor des R3. Die Vektoren des R3, die zu @ orthogonal sind,
bilden die Menge
(7)), = {ZeR¥|v*xF=0} ,

geometrisch eine Ebene durch den Nullpunkt mit Normalenvektor ¢. Das 1x3—
LGS v% Z = 0 kennst du ja zur Geniige.

2. Nimmst du zu dem v des vorigen Beispiels ein inhomogenes LGS v'+Z = d # 0,
enthilt die Losungsmenge bekanntlich alle Vektoren der Form

Z(r,8) = a4+ rwy + s

mit linear unabhingigem wh, wo. Klar, das ist eine Ebene mit Stiitzvektor @
parallel zur Ebene (@, ws ) durch den Nullpunkt. Und der Vektor @ ist eine
spezielle Losung des inhomogenen Systems, und (wh, wa) ist die Lésungsmenge
des zugehorigen homogenen Systems.
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3. Macht man das Gleiche mit einem @ # 0 aus einem beliebigen Raum R™,
bekommt man im homogenen Fall als Lésungsmenge stets ein Gebilde, dessen
Dimension um 1 kleiner ist als die Dimension n des ganzen Raums. Man
spricht von einer Hyperebene des R™. Bei n = 2 zum Beispiel bekommt
man eine Gerade durch den Nullpunkt, bei n = 4 etwas Raumartiges, also
etwas, in dem man sich in drei unabhéngigen Richtungen bewegen kann.

4. Es seien nun ¥, ¥, U3 linear unabhingige Vektoren des R®. Wir wollen
<Ul, V2, 'UB>J_

berechnen. Ein Vektor, der zu allen drei Erzeugenden orthogonal ist, ist auch
zum ganzen Erzeugnis orthogonal; wir miissen also das 3 x 5-LGS mit den
Gleichungen

171*:5:0, 1_)'2*:5:0, 173*:?:0

16sen. Wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit des Systems féllt keine Glei-
chung weg, wenn wir den Gauflschen Algorithmus durchfithren. Wir erhalten
drei Stufen und zwei frei wihlbare Parameter. Die drei ¥} erzeugen etwas
Raumartiges im R®, orthogonal dazu ist eine Ebene. Das ist immer so: k li-
near unabhéngige Vektoren des R™ erzeugen ein k—dimensionales Gebilde, die
dazu orthogonalen Vektoren bilden ein n—k-dimensionales Gebilde. [Uberlege
mal, was dieses Gebilde fiir k = n ist]

Rechenaufgaben
Gegeben seien die Matrizen

2 1 1

3 73 3 2 -1 -1

= 12 1 =

A -2 2 -1 und B -1 2 -
1 102

-3 T3 3 -1 -1 2

Berechne jeweils die Mengen der Vektoren, die durch die durch A und B gege-
benen Matrixabbildungen auf den Nullvektor abgebildet werden und die Men-
gen der Vektoren, die fest bleiben. [Anmerkung: Ein Vektor, der fest bleibt,
heifit Fixvektor|
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10 Ein grofles Anwendungsbeispiel

Die Lineare Algebra ist nicht nur die Theorie des R™. Der R™ ist nur das Parade-
beispiel eines Vektorraums, und du sollst nun einmal ein anderes wichtiges Beispiel
eines Vektorraums sehen. Ferner soll dir eine Anwendung zeigen, wie weitreichend
und wie fruchtbar die Theorie ist, in die wir hineingeschnuppert haben.

10.1 Vektorriaume

Was braucht man fiir einen Vektorraum? Klar, eine Menge V' von Vektoren. Vek-
toren miissen mit Pfeilen nicht das Geringste zu tun haben; in der Mathematik
verlangt man nur, dass man damit rechnen kann, wie du es von den Spalten her
gewohnt bist: man muss sie addieren kénnen und man muss sie mit Zahlen multi-
plizieren kénnen, und fiir diese Rechenarten miissen die vertrauten Regeln gelten.??

Das V, das wir uns nun anschauen wollen, ist eine Menge von Funktionen, die das
Intervall [0; 7] in die reellen Zahlen abbilden. Ich will nicht alle Funktionen haben,
sondern nur die stetigen oder, wenn dir das jetzt nichts sagt, die differenzierbaren.
Ich notiere ein paar Beispiele — und zwar so, dass zu erkennen ist, dass wir sie als
Vektoren ansehen wollen. Den gemeinsamen Definitionsbereich [0, 7] schreibe ich
dabei nicht mit hin.

fi = (@ a?)
fo = (@ sin(@))
fi = (@ Vo)
fa = (zr—>1)

Dass man Funktionen addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren kann, weif3t
du schon lange: denke an die Summenregel und an die Faktorregel aus der Differenti-
alrechnung. Die sind hier auch wichtig: Summen und Vielfache von Vektoren miissen
wieder Vektoren sein, und das klappt, weil Summen und Vielfache differenzierbarer
Funktionen wieder differenzierbar sind. Ein paar Beispiele:

5f1 = (z > 5a?)
i+ fi = (x> 2?+1)
Afy —8fs = (x> 4sin(z) — 8z + 1
(ﬁ,ﬁ,(meH {(z+ ax® +bx+c)|a,b,cc R}

Besondere Erwahnung verdient der Nullvektor unseres Vektorraums, namlich
0:= (z—0) eV .

Gib acht: Eine Funktion kann im Intervall [0, 7] eine, mehrere oder meinetwegen
unendlich viele Nullstellen haben, das reicht alles nicht, die Funktion 0 muss jedes
x € [0, 7] auf 0 abbilden.

Nun brauchen wir noch ein Skalarprodukt *, dann haben wir auch Lingen,
Winkel und Orthogonalitét in unserem Vektorraum. Auch dafiir haben sich die Ma-
thematiker etwas Passendes ausgedacht — sieht zwar etwas fremd aus, funktioniert

aber:
Feg = / f(@)g(x) da (32)

20ch liste die Regeln hier nicht auf, sie stehen zum Beispiel in unserem Buch auf der Seite 222.
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Kleine Ubung. Berechne fl * ﬁl, |f:o,| und |f1 — ﬁl|

Die Zahlen, die ihr da ausgerechnet habt, sagen nicht das Geringste iiber die Gra-
phen der Funktionen aus, die konnt ihr nicht an den Graphen ablesen. Allerdings
gilt?t in V:

—

fl=0 = f=0 (33)

Mehr dazu erfihrst du in den Aufgaben unten.

10.2 Das Erzeugnis der v}, = (x — sin(kx)) fiir £ =1,2,...

Fiir jede Zahl k = 1,2,3, ... liegt ¥}, := (z ~ sin(kx)) in unserem Vektorraum V.
Diese Vektoren o, haben erstaunliche Eigenschaften. Zum einen ist — unabhéngig

von k —

. ™
= /5 (34)

zum anderen ist
Uk*UjZO furk;ﬁj, (35)

die 7 sind paarweise orthogonal und # 0 und damit linear unabhiingig.
In V gibt es ein unendliches System, das linear unabhéngig ist, die Dimension
von V muss unendlich sein!
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10.3 Endliche Fourierreihen

Wir setzen
U, = (U1,0a,...,0,) firn=123,...

mit unseren 7, = (x — sin(kxz)) und nehmen eine konkrete Funktion f € V her,

und zwar .
f=(x—a®(r— 1))

10 T

Abbildung 45: Der Graph von f = (z — 23(7 — z))

Dann kénnen wir f zerlegen in eine Summe eines Vektors aus U,, und eines Vektors,
der zu U, orthogonal ist. Es versteht sich keineswegs von selbst, dass dabei etwas
Verniinftiges herauskommt, im Gegenteil, der Ansatz ist eine aulerordentlich clevere
Idee eines Joseph Fourier. Schauen wir uns die Sache an! Der Summand, der in U,
liegt, ist von der Form

Up = 1101 + 12U + ... +7pUn ,
und die Vorfaktoren ry sind relativ leicht zu haben:

f

’L_)'k*’l_)’k

Ty =

»Relativ leicht“ sage ich, weil dir wohl die Puste ausginge, solltest du die Integrale
im Zéhler zu Fufl ausrechnen. Aber numerische Niherungswerte dafiir sind mit
MuPAD im Handumdrehen zu bekommen. Abbildung 46 zeigt den Graphen von
is aus Us, und der sieht dem Graphen von f erstaunlich &hnlich! In Abbildung 47
siehst du beide in einem Schaubild.

Die Giite der Niherung ist schon bei n = 5 iiberraschend gut, fiir groflere n wird
sie noch besser?2. Zum Staunen ist auch, was sich ergibt, wenn man sich @5 iiber
einem grofieren Definitionsbereich zeichnen lisst — siehe Abbildung 48 auf Seite 86.
Wenn man dariiber nachdenkt, sieht man wohl, dass die Sache so ausgehen muss;
die Graphen der ¥ sind punktsymmetrisch zum Nullpunkt und periodisch mit der
Periode 27.

Bei den Beispielen (2 — z) und (z — 1) muss man das n etwas grofier ma-
chen, aber dann bekommt man die Ergebnisse, die in den Abbildungen 49 und 50
dargestellt sind.

21Um diese Beziehung zu haben, durfte ich nur die stetigen Funktionen in V aufnehmen.
22Das versuchen wir aber nicht zu beweisen.
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10T

Abbildung 46: Der Graph der Projektion von f = (z — 23(r — z)) auf Us

10 T

Abbildung 48: Der Graph von 5 iiber dem Intervall [—, 37]
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Abbildung 49: Niherung fiir (x — ) mit n = 20 iiber dem Intervall [—m, 37]

[arrrand)

Abbildung 50: Niherung fiir (z — 1) mit n = 20 iiber dem Intervall [—m, 37]
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10.4 Aufgaben

1. Die Zahlen .
[Ty

Uk*ﬁk

T =

in der endlichen Fourierreihe

n

E Uk

k=1

heiffen Fourierkoeffizienten von f Berechne die Fourierkoeffizenten von
fa=(z+— 1) und von f5 = (z — x).

2. Essci f = (z — f(z)) €V, und es sei f(a) # 0 fiir eine a € [0,7]. Dann
ist f(a)? > 0. Da mit f auch die Funktion (x — f(z)?) stetig ist, ist f(x)? ~
f(a)? fiir alle x, die geniigend nahe bei a liegen. Insbesondere gibt es ein Stiick
des Intervalls [0, 7] um a so, dass

f@)* > 5 f(a)?

ist fiir alle x aus diesem Stiick. Die Breite des Stiicks ist eine positive Zahl §.
Der Beitrag des Stiicks zum Integral

Fef = [ fapas

ist also mindestens 1
- §f(a)2 > 0 y

das heifit, dass dieses Integral einen positiven Wert haben muss. Buchstabiere
die Argumentation durch und mache dir klar, dass sie eine Begriindung der
Aussage (33) auf Seite 84 ist.

3. Lisst man die Voraussetzung der Stetigkeit fallen, gilt die Aussage (33) nicht

mehr, wie dieses Beispiel hier zeigt:

0 firx#1
f@) = 7
1 firz=1

Zeichne den Graphen von f und begriinde, dass foﬂ f(z)dx = 0 ist. [Beachte,
dass hier f(z) = f(x)? ist!]

4. Zeige, dass fiir unsere 0y, = (x — sin(kz)) folgendes gilt:

(a) Tpxvy = % [partiell integrieren, trigonometrischen Pythagoras anwenden)]

(b) ¥k *¥; = 0 fiir k # j [zweimal gleichsinnig partiell integrieren]
5. Zur Giite der Ndherung

(a) Es seien Wy, wWs, ... paarweise orthogonale Vektoren # 0. Zeige, dass dann

(7’1131 + TQ’[EQ + ...+ Tn’LEn) * (Tl’u_ﬁ —+ 7’2’[172 + ...+ Tn’LEn) =

= r%(u'fl * W) +r§(u_1'2 * o) +...+r,21(u'fn * Wy, )

ist.
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(b) Es sei nun f ein Vektor aus dem gleichen Vektorraum, aus dem die wy
sind. Dann kann man f bekanntlich als Summe

f = ﬁn+gn

schreiben, wobei
Up € Uy := (W, Wa ..., W)

und %, L U, ist. Rechne nach, dass Uy, * Uy, + 2y, * Zp, = f* fist; folglich
ist 2, x 2, < fx f.

(¢) Nimmt man jetzt den néchsten Vektor w1 zu den Erzeugenden von U,
hinzu und macht die entsprechende Zerlegung

f = tpt1+ Znt1

ist Z, = Zpa1+rnt1Wne1. Da Zp 41 und W, 41 orthogonal sind, gilt wieder
Zn ¥ Zn = Zni1 * Zpa1 + T%+1(1ﬁn+1 * Wy41). Das heifit, der Betrag des
»Fehlervektors“ z,, wird tendenziell kleiner, wenn man 0,4+ hinzunimmt,
jedenfalls aber nicht grofier.

6. Z_pr Verdeutlichung der letzten Aufggbe im R3: Nimm @; = €}, Wy = & und
f =4¢é1 + 3¢€; + &3 € R3. Berechne |f|, zerlege

f = ﬁl +51 mit ’Jl S <1171> und 51 1 ’Jl

= ﬁg —+ 52 Hllt 'JQ c <1171,1172> und 52 J_ <u’1’1,132>

und berechne die Betrige der vier Vektoren.

10.5 Ausblick

Dass man Funktionen auf einem Intervall in guter Ndherung als Linearkombinatio-
nen trigonometrischer Funktionen®? schreiben kann, ist von grofer praktischer Be-
deutung. Diese trigonometrischen Funktionen kann man leicht in Form von Wechsel-
spannungen herstellen, dazu braucht man im Prinzip nur Dynamos in der richtigen
Drehzahl anzutreiben. Vielleicht habt ihr in der Physik Spannungsquellen gesehen,
die Rechteckspannungen oder Ségezahnspannungen liefern kénnen. Die Graphen se-
hen aus wie die Graphen der Ndherungen in den Abbildungen 50 und 49 auf der
Seite 87, man kann diese Spannungen also ,beliebig gut“ mit Dynamos erzeugen.
Oder denke an einen Synthesizer. Auf Knopfdruck &ndert sich die Klangfarbe von
Klavier auf Oboe oder Posaune. Man kann beliebige Klidnge erzeugen, indem man
sie aufnimmt, durch numerische Integration die zugehorigen Fourierkoeffizienten
bestimmt und die Grundschwingungen in den entsprechenden Stéirken mischt. Man
spricht von ,,harmonischer Analyse“.

Das ist aber alles nur so ungefiahr; ich bin kein Fachmann in diesen Dingen
und mag mich da jetzt auch nicht intensiv einarbeiten. Das Grundprinzip habe ich
korrekt dargestellt, es passt in unseren Kontext, und es hat dir hoffentlich etwas
gebracht. Eine genauere Analyse, wie sie zum Beispiel Riemann in einer bahnbre-
chenden Arbeit geboten hat, geht weit iiber das hinaus, was in der Schule auf der
Tagesordnung steht; fiir solche Untersuchungen fehlt uns eine hinreichend entwickel-
te Theorie.

231ch habe die Sache stark vereinfacht. Im allgemeinen Fall verwendet man zusitzlich die Funk-
tionen (z +— cos(kx)) und die Funktion (z — 1). Das Prinzip ist aber auch an der Version klar zu
erkennen, die ich euch vorgestellt habe.
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11 Ubergangsmatrizen

11.1 Ein Beispiel zur Einfiihrung

In unserem Buch?* wird ein Versicherungsunternehmen vorgestellt. Es gibt die drei
Tarifklassen 1, 2 und 3. Fahranfinger kommen in die teuerste Klasse 1. Nach einem
Jahr unfallfreien Fahrens steigt man eine Klasse auf und fahrt dann giinstiger. Hat
man einen Unfall, steigt man eine Klasse ab. Das Buch gibt folgende Daten an: 60%
der Vertriige in Klasse 1 sind nach einem Jahr immer noch in der Klasse 1, 40%
sind aufgestiegen. Von den Vertrigen der Klasse 2 sind nach einem Jahr jeweils 50%
aufgestiegen und abgestiegen. Von der Vertriagen der Klasse 3 sind nach einem Jahr
80% abgestiegen und 20% immer noch in der Klasse 3.

Solche Daten kann man gut in einem Ubergangsdiagramm darstellen:

0,4 0,5

0,5 0,8
0,2

0,6

Abbildung 51: Ein Ubergangsdiagramm

Ubergangsdiagramme sind selbsterklirende und sehr anschauliche Werkzeuge.

Eine zweite Moglichkeit, die Daten ordentlich darzustellen, bietet die Uber-
gangsmatrix

06 05 0
M =104 0 08
0 05 0.2

Bei den Matrizen musst du etwas Acht geben: In der Spalte 1 stehen die Zahlen
der Pfeile, die von 1 ausgehen. Du bist sicher inzwischen darauf gekommen, dass
es sich bei diesen Zahlen um (bedingte) Wahrscheinlichkeiten handelt: m;; ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ein zufllig gewéhlter Vertrag aus der Tarifklasse j in einem
Jahr in der Tarifklasse i ist.25 Es ist dann klar, dass die Summe der Eintriige einer
jeden Spalte den Wert 1 haben muss.

Dein Job wird es sein, zu einem Diagramm die Matrix aufzustellen oder um-
gekehrt. Manchmal fehlen Werte, und die sollst du dann ermitteln, etwa iiber die
Spaltensumme. Das sind leicht erwirtschaftete Klausurpunkte!

Ferner gibt das Buch an, dass die Versicherung zur Zeit 31400 Vertridge der
Tarifklasse 1, 15700 Vertrage der Tarifklasse 2 und 11000 Vertrage der Tarifklasse 3
verwaltet. Wieviele Vertiige werden in einem Jahr in der Tarifklasse 1 sein??® Klar:

0.6 - 31400 4 0.5 - 15700 + 0 - 11000 (36)

24Neue Wege Lineare Algebra, Aufgae 7 auf S. 153

25Wie kommt man an diese Wahrscheinlichkeiten — wenn man nicht gerade Schulbuchautor ist
und frei erfundene Zahlen hinschreiben kann? Die Versicherung ermittelt relative Haufigkeiten aus
ihren Daten und nimmt die als Schétzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten. Die Werte des Buches
hier sind sehr bedenklich, finde ich.

26Wenn es keine neuen Vertrige gibt und niemand kiindigt . ..
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Wenn du scharf hinschaust, siehst du, dass das genau der obere Eintrag des Vektors
T1 = My ist, wenn man die gegebenen Bestandsdaten in einen Vektor

31400
To = | 15700
11000

schreibt, und bei den iibrigen Eintrdgen klappt das genauso. Eben dies ist der
Grund, dass man bei derartigen Aufgabenstellungen mit Matrizen und Vektoren
arbeitet. Es lasst sich alles recht bequem hinschreiben, und man hat das ganze
Arsenal der Linearen Algebra zur Hand, um Erkenntnisse zu gewinnen.

Halten wir also folgendes Bildungsgesetz fest: Ist der Anfangsbestand Z, erhélt
man den Bestand & nach k Jahren so:

o= MZy, T = My, ..., Twpr = MTp, ... (37)

Du kannst ja eine Prognose wagen, wie sich die Verhéltnisse mit der Zeit entwickeln.
Was die Rechnung?” nach Gleichung (37) ergibt, zeigt Abbildung 52.

Versicherte
30000

20000

10000

0 2 4 6 8 10
Jahre

Abbildung 52: Entwicklung des Versichertenbestands in den néchsten zehn Jahren:
Tarifklasse 1 in schwarz, Tarifklasse 2 in rot und Tarifklasse 3 in blau

Kleiner Ausflug in die Stochastik: Was steckt eigentlich hinter der Rech-
nung in Gleichung (36)? Ein zufillig gewihlter Vertrag der Klasse 1 ist mit der
Wahrscheinlichkeit p = 0.6 nach einem Jahr immer noch in der Klasse 1 — das ist
ein Bernoulliversuch mit der Erfolgswahrscheinlichkeit 0.6. Die Anzahl der Vertrége
aus den 31400 der Tarifklasse 1, die nach einem Jahr noch in der Klasse 1 sind, ist
folglich eine binomialverteilte Zufallsgrofie, genauer, sie ist B(31400;0.6)—verteilt.
Der Summand 0.6 - 31400 ist folglich der Erwartungswert der Zufallsgréfie. In
den Vektoren 1 = MZy, Zo = MZ,... stehen Erwartungswerte. Und wenn du
wissen willst, wie verldsslich die Werte sind, solltest du dir die Standardabweichung
anschauen:

o = V31400-0.6-04 ~ v/31400:4 ~ /8000 = /80 -v100 ~ 9-10 = 90

2Tuebergangsm.mn
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11.2 Bilderbuch mit Beispielen

Hier ist fiir einige Aufgaben aus dem Buch die zeitliche Entwicklung grafisch dar-
gestellt.?8

1. Beschaffungspolitik eines Autoverleihers, S. 169 Aufgabe 3

0.6 0.25 0.3 50 85
M = {03 05 025, @o=|40 | (lnks), Zo=|76| (rechts)
0.1 025 0.45 100 50
Autos | Autos
° ? ‘ ° S e ’ : ) ° P e

2. Haarwaschmittelproduzent, S. 169 Aufgabe 4

0.9 0.1 0.2 0.2
M = (005 07 02|, To=1]03
0.2 02 0.6 0.5

Anteil

0.0 ¢ t } ¢ } H—
0 2 4 6 8 10
Monate

3. Autoverleiher mit drei Standorten, S. 175 Aufgabe 19

0.6 0.1 0.2 300
M = 102 07 04|, To=]150
0.2 0.2 04 150

28yebgangsmaufg.mn

92



Autos A

200 T

100 T

-
} } | | Fo—
0 2 4 6 8 10
Wochen

4. Kundenstrome bei Internetanbietern, S. 153 Aufgabe 8

04 04 04 1000000
M = 1025 025 025|: o= |1500000
0.35 0.35 0.35 2000000
Kunden 26406
1e+06
('R t Ha—
0 2 4 6 8 10
Jahre
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11.3 Einschub: Wie man Matrizen multipliziert

Wir wissen, dass durch Matrizen A, B Matrixabbildungen (Z — AZ) und (¥ — BY)
gegeben sind.?? Das Argument der zweiten Abbildung habe ich § genannt, weil ich
mochte, dass es die Grofle des Vektors AZ haben soll; ich will ndmlich auf AZ die
zweite Abbildung anwenden. Wenn A eine m x n—Matrix ist, ist © € R™, sonst kann
man AZ nicht bilden. Damit man AZ € R™ von links mit B multiplizieren kann,
muss B eine [ x m—Matrix sein. Das Endprodukt B(AZ) ist dann ein -Vektor, also
ein Element des R'.

Ich will nun eine Matrix C' haben, die folgendes leistet: Zu jedem Z € R™ soll
C# = B(AZ) sein, das heifit, die durch C' gegebene Matrixabbildung soll genau das
Gleiche tun wie die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen zu A und B:

Z A - B(AZ))

T Cz
Diese Matrix C will ich das Produkt der Matrizen B und A nennen: C = BA.

Da C zu Vektoren & des R™ Vektoren C% € R! ausgibt, muss C eine | x n—Matrix
sein, das ist klar.

Um C zu bestimmen, lasse ich Z die Einheitsvektoren des R™ durchlaufen: Fiir
k=1,2,3,...,n ist

Cé, = & und B(A&) = Ba |

das heifit: Der k—te Spaltenvektor ¢ von C' ist das Produkt Bdy von B mit dem
k—ten Spaltenvektor @ von A.

Damit ist die Sache klar. Wir definieren das Produkt BA zweier Matrizen B
und A passender Grofe so:

15 Definition
Es sei B eine | x m—Matrix und A = (d1,ds, .. .,d,) eine m X n—Matrix. Dann ist
die Produktmatrix BA von B und A die Matrix

BA = (B&l,Bd’g,Bd'g,...,Bd’n) .

Fiir die so definierte Produktmatrix BA gilt
(BA)gk = B(Agk) fuir k=1,2,3,....,n ,

und man kann sich iiberlegen, dass auch (BA)Z = B(AZ) ist fiir jede Linearkombi-
nation & von €1, €3, €3,..., €y, also fir jedes ¥ € R™.

Anmerkung. Hier habe ich erklirt, wie Matrizenmultiplikation funktioniert. Es
ist unerlésslich, dass du die praktische Handhabung ordentlich einiibst; die solltest
du im Schlaf beherrschen!

29Ja, es ist schon so, wie ich es durch die Schreibweise andeute: diese Abbildungen kann man
als Vektoren ansehen, als Elemente eines Vektorraums, und damit rechnen!
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11.4 Stochastische Matrizen und stabile Zustinde

Bei den bisherigen Bespielen war es so, dass ein Gesamtbestand nur umverteilt wur-
de, die GesamtgroBe aber konstant blieb; die Matrixeintrige waren Ubergangswahr-
scheinlichkeiten. In jeder Matrixspalte stehen dann die einzelnen Wahrscheinlichkei-
ten dafiir, dass man vom Spaltenzustand in den jeweiligen Zeilenzustand wechselt.
Daraus ergibt sich bekanntlich, dass die Summen der Eintrige einer jeden Spalte
= 1 sein miissen. Matrizen dieser Bauart heiflen stochastische Matrizen:

16 Definition
Eine quadratische Matrix, deren Eintrége alle > 0 sind und bei der jede Spalten-
summe den Wert 1 hat, heilt stochastische Matrix.

Bei den Beispielen stochastischer Matrizen, die wir bisher sahen, schien Z,, immer
gegen einen festen Vektor zu streben, und das passierte sogar recht schnell. Diese
Vektoren standen fiir stabile Verteilungen, die sich nicht &ndern, wenn man die
Matrix auf sie anwendet. Das heifit, diese stabilen Verteilungen sind, wenn wir die
Matrix mit A bezeichnen, Losungen der Gleichung

AZ = T . (38)

Ich hoffe mal, dass du die Sache sofort wiedererkennst: stabile Verteilungen sind
Fixvektoren der Matrixabbildung (Z — AZ). So berechnet man die:

Ausgeschrieben sieht Gleichung (38) so aus:

ai1ry + appxrs + ... 4+ aimT,m = I1

a1y + axx2 + ... + GmTm = T2
+ 0+ T+ 5 =

am1T1 + ameT2 + ...+ T, = Tm

Jetzt muss man nur noch die Variablen auf der rechten Seite auf die linke Seite
bringen, und die Sache ist klar:

(a1 — a1 + a1272 + + A1mTm =

a2171 + (a2 —1Daz2 + ... + A2mTm, =

: + : + + : =
Am1T1 + Am2T2 + ... + (amm—1zm = 0

Da steht ein homogenes m x m—LGS mit der Koeffizientenmatrix A — E,,,, wenn
wir mit F,, die m x m—Einheitsmatrix bezeichnen:

A7 =7 & (A—E,Z =10 (39)

Die Losungsmenge ist nur {0} oder das Erzeugnis eines (oder mehrerer) Vektoren,
damit kennen wir uns aus.

Technische Ubungen

1. Es sei A ein Zeilenvektor, also eine 1 x m—Matrix, deren Eintrige alle = 1
sind, und B eine stochastische m x m-Matrix. Was ist dann AB?

2. Bei einer stochastischen Matrix A haben Z und AZ die gleiche Spaltensumme.
3. Kann eine Matrix auch Fixvektoren haben, wenn sie nicht quadratisch ist?

4. Es sei A = (@,d,...,d) eine Matrix, deren Spaltenvektoren alle gleich sind,
und 7 ein Vektor passender Grofle mit nichtnegativen Eintrigen und Spalten-
summe 1. Was ist Ax?
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11.5 Praktisches Rechnen und geometrischer Hintergrund

Was sollst du praktisch tun? Nehmen wir als Beispiel die Aufgabe 3 auf der Seite 169
im Buch. Da siehst du ein Ubergangsdiagramm. Dann sollst du zunéchst eine Matrix
dazu aufstellen. Das ist kein Kunstiick, du musst nur genau im Auge behalten, wie
du die Zustdnde anordnest. Wenn es eine natiirliche Anordnung gibt, wie hier,
nimmst du am besten die; hier gehoren also die Spalten 1,2,3 zu A,B,C, in dieser
Reihenfolge. Die Matrix ist dann:

0.6 0.25 0.0.3
M=103 05 025
0.1 025 0.45

Es ist keine iibertriebene Vorsicht zu iiberpriifen, ob auch alle Spaltensummen den
Wert 1 haben; wenn die Matrix falsch ist, sitzt du tief in der Tinte.

Was nun? In aller Regel musst du irgendwann nach stabilen Verteilungen suchen:
Dazu 16st du das homogene LGS

(M —E3)Z=0 ;

die Koeffizientenmatrix bekommst du leicht, indem du von jedem Element der
Hauptdiagonalen von M den Wert 1 subtrahierst und den Rest unveréndert {iber-
nimmst. Die Rechnung fiihre ich nicht vor, die Losungsmenge des LGS ist:

85
50

Es gibt also nur eine stabile Verteilung mit der Spaltensumme 1, n&mlich

85 85

1 _ 1
85+76+50 | 0] T 211 |76
50 50

In der Aufgabe sollst du fiir zwei verschiedene Anfangsverteilungen

50 85
o = | 40 und o = |76
100 50

die drei Folgeverteilungen ausrechnen, also jeweils die ersten Glieder der Folgen
To, T1 = MZo, To=MIZ, T3= Mis,
Yo, = Myo, o= DMy, U= M,

Hier ist es nun egal, ob du mit den absoluten Werten in den Zj rechnest oder mit
den Anteilen, also mit

R
= 900
denn
1 1 1
7 = Mz, = | — 7 - . T .7
“t = (190%) 100~ (M%) = 15571



die Glieder Zj und Zzj der beiden Folgen unterscheiden sich nur um einen konstanten
Faktor, der nicht von k£ anhéngt.

Es ist sehr erhellend, geometrisch zu interpretieren, was da geschieht. Alle
Vektoren # € R3 mit der Spaltensumme 1 erfiillen die Gleichung

Multipliziert man einen solchen Vektor (von links) mit einer stochastischen Matrix
M, bleibt die Spaltensumme unveridndert; der Bildpunkt zu MZ liegt also in der
selben Ebene. Die Vektoren mit Eintrdgen > 0 und Spaltensumme 1 gehoren zu
den Punkten des Dreiecks mit den Eckpunkten E(1[0]|0), E2(0]1|0) und E5(0]0|1).
Ist P ein Punkt dieses Dreiecks, gehort zu Mp wieder ein Punkt des Dreiecks, denn
alle Eintrage von Mp sind wieder > 0:

Die durch ¥ — MZ gegebene Abbildung, M stochastische Matrix, bildet
das Dreieck 4 FEs>FE3 in sich ab!

Und die Fixvektoren der Matrix gehoren zu einer Geraden durch den Nullpunkt, sie
schneidet das Dreieck in genau einem Punkt, und der gehort zur stabilen Verteilung
mit Spaltensumme 1.

Abbildung 53: Dreieck der Raumpunkte mit Koordinaten > 0 und Summe 1
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11.6 Langzeitverhalten bei stochastischen Matrizen (1)

Wir schauen uns noch einmal das erste der Beispiele im Bilderbuch auf der Seite
92 an. Hier sind Bilder dazu. Der besseren Vergleichbarkeit wegen stehen an der
Hochachse nicht mehr die absoluten Zahlen der Autos, sondern deren Anteile am
Gesamtbestand.

Antei

06

Abbildung 54: Noch einmal die Beschaffungspolitik des Autoverleihers, Buch S. 169
Aufgabe 3. Ein drittes Beispiel ist hinzugefiigt, und an der Hochachse stehen nicht
mehr absolute Zahlen, sondern Anteile

Obwohl die Ausgangssituationen sehr verschieden sind, stellt sich stets schon

nach einigen Zyklen im Wesentlichen der gleiche Zustand ein. Diesem Phénomen
wollen wir nun nachspiiren.

1. Jeder mogliche Zustand des betrachteten Systems gehort zu einem Vektor

7 € R3. Die Eintrige sind alle > 0 und die Summe ist = 1, der Vektor ist
also Ortsvektor eines Punktes X des Dreiecks Fq EsFs3 in der Abbildung 53
auf der Seite 97.

2. Jeden Punkt X, des Dreiecks kann man als Startvektor #y nehmen. Der

néichste Punkt X; liegt dann im Bilddreieck des Ausgangsdreiecks E1FsFE3
unter der Abbildung ¥ — MZ. Die Ortsvektoren dieser Punkte sind gerade
die Spaltenvektoren der Matrix M, denn es gilt Mé&; = m; fir j =1,2,3.

3. Der dann folgende Punkt X5 wiederum liegt im Bilddreieck des neuen Drei-

ecks, seine Eckpunkte haben die Ortsvektoren
M(Me;)) = (MM)&; = M?¢; firj=1,2,3,

und das sind genau die drei Spaltenvektoren von M?2.

4. Und das geht immer so weiter: Die Spaltenvektoren von M* sind genau die

Ortsvektoren des Dreiecks, in dem der k—te Punkt X} liegt. Wenn wir also zu

jeder Potenz
M, M?, M3, ...

von M das Dreieck bilden, dessen Eckpunkte als Ortsvektoren die Spalten-
vektoren dieser Matrizen haben, erhalten wir eine Folge von Dreiecken, und
das k—te Dreieck der Folge enthélt den Punkt Xj.

Abbildung 55 zeigt die ersten Dreiecke der Folge, die Dreiecke scheinen sich auf

einen Punkt zusammenzuziehen! Du findest dort auch die Matrizen Es, M, M2, M?
und M*, in deren Spalten ja, wie wir oben gesehen haben, die Ortsvektoren der
Ecken der Dreiecke stehen.
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Abbildung 55: Ausgangsdreieck FyFEsFs3 und die ersten Dreiecke der Folge, deren
Eckpunkte als Ortsvektoren die Spaltenvektoren von M* haben. Das k-te Dreieck
enthilt den Punkt X3 jeder Folge von Vektoren &, = M* %, wobei Xj ein beliebiger
Punkt des Dreiecks Eq Es E3 ist

100
EB)=1(0 1 0

00 1

0.6 025 0.3

M=EQBM=103 05 0.25
0.1 025 0.45

0.465 0.35 0.3775
M?*=MM = 0355 0.3875 0.3275
0.18 0.2625 0.295

0.42175 0.385625 0.396875
M?=M?M = | 0362 0.364375 0.35075
0.21625  0.25  0.252375

0.408425 0.39746875  0.401525
M*=M*M = | 0.3615875  0.360375  0.35753125
0.2299875 0.24215625 0.24094375

Mit Hilfe der Matrizen sollst du folgendes tun:

1. Gib zu jedem Dreieck einen mdoglichst kleinen Quader an, dessen Seitenflachen
parallel zu den Koordinatenebenen sind, der das Dreieck umfasst. Am einfach-
sten geht das so, dass du die Intervalle auf den Achsen hinschreibst, in deren
Bereich sich der Quader erstreckt, und deren Lénge. Fiir das zweite Dreieck
beispielsweise, dessen Eckpunkte in M stehen, sind die Intervalle und deren
Léngen

x: [0.25;0.6], 0.35; gy : [0.25;0.5], 0.25; z: [0.25;0.45], 0.2 .
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2.

Vergewissere dich, dass die Intervalle zum néchsten Dreieck immer in den
entsprechenden des gerade betrachteten Dreiecks enthalten sind, und dass die
Intervalle immr kiirzer werden. Beginne ruhig mit E(3).

Berechne fiir aufeinanderfolgende Dreiecke jeweils fiir die z—, y— und z—Koor-
dinate die Quotienten der Intervalllingen. Der kleinste Eintrag in M ist 0.1.
Nach der Rechnung, die ich vorgefiihrt habe, sollten die Quotienten sdmtlich

<1-2.01=08

sein!

Nach diesem konkreten Beispiel, das euch die Sache hoffentlich etwas klarer gemacht
hat, nehmen wir wieder die allgemeine Situation3? in den Blick.

1.

Die durch die Spaltenvektoren der Potenzen M¥ der stochastischen Matrix M
gegebenen Dreiecke sollen sich fiir & — oo auf einen festen Punkt zusammen-
ziehen, sie miissen also alle fiir &k — oo gegen den gleichen Vektor streben.

. Damit das passiert, muss fiir jede Zeile von M* die Differenz zwischen dem

grofiten und dem kleinsten Eintrag der Zeile gegen Null laufen fiir £ — oo.

Wir betrachten eine Zeile der M*, meinetwegen die erste Zeile, in der die z—

Koordinaten der Eckpunkte des k—ten Dreiecks stehen. Den kleinsten x—Wert

nennen wir g, den grofiten Gy. Fiir die Eintréige mgg) der ersten Zeile von

MPF gilt also
g < mg;) < G firj=1,2,3.

Nun schauen wir uns an, wie die erste Zeile von M*+1 = M¥M aussieht. Um
die Bezeichnungen einfach zu halten, bezeichnen wir die erste Zeile von M*
mit (a1 a2 a3) und den Spaltenvektor von M, mit dem wir gerade arbeiten,
mit b. Die Eintrége der ersten Zeile von M**+! sehen dann so aus:

a1b1 + a2b2 + a3b3 =. C

Dabei liegen die a; und die b; zwischen 0 und 1, und die Summe der b; ist
= 1. Wenn wir das Grofite der a; mit G' bezeichnen, gilt dann:

c = aiby + agsby + agzbs < Gby + Gby + Gby = G(bl + by + bg) =G

Genauso zeigt man, dass ¢ mindestens so grof ist wie das Kleinste der a;.
Damit gilt stets
gk < gk+1 und  Gry1 <Gy,

Das heifit: Alle Eintriige der ersten Zeile von M**! liegen zwischen
dem kleinsten und dem gréBten Eintrag der ersten Zeile von Mk,

Schaut man etwas genauer hin, kann man sogar zeigen, dass
gk + (G —gr)b < gry1 und Gy < Gi — (G — gi)b
ist, dabei ist b das kleinste der b;. Daraus ergibt sich, dass
Grt1 — i1 < (G — gi)(1 — 2b)

ist.

30Ich bleibe aber bei 3 x 3-Matrizen, sonst werden nur die Terme komplizierter.
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Es gilt also der folgende Satz:3!

17 Satz
Es sei M eine stochastische Matrix, und es sei der kleinste Eintrag von M eine
positive Zahl b > 0. Dann gilt:

1. M* strebt fiir k gegen Unendlich gegen eine Grenzmatrix G, und alle Spalten
von G sind der gleiche Vektor §:

MF koo G o= (§.F,...,)

2. Kleinster und gréfter Wert einer jeden Zeile von M* unterscheiden sich hichs-
tens um (1 — 2b)*.

3. Fiir jeden Startvektor Iy strebt die durch Zy11 = MZ} definierte Folge

Zo, 1, T2, ... gegen g:
Ty koo, g

Anmerkung. Dass G Grenzmatrix von M¥ ist, ist komponentenweise gemeint:
Die Eintrage mgf), die an der Stelle ij von M* stehen, streben gegen den ij-Eintrag
gi; von G.

31Meine Bezeichnungen sind leider etwas ungliicklich, eben waren G und g noch gréfite und
kleinste Zahl einer Matrixzeile.
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11.7 Langzeitverhalten bei stochastischen Matrizen (2)

Es sei M eine stochastische 3 x 3-Matrix. Die stochastischen Vektoren des R3 bilden
die Menge

Dy = {zé1 +yéa+zé5|0<a,y,2z; c+y+z=1} ,

wir haben sie uns als Dreieck im Raum mit den Eckpunkten E;(1|0]|0), E2(0]1]0)
und E3(0|0]|1) vorgestellt — gemeint ist die Fléche, wohlgemerkt , nicht nur der Rand
des Dreiecks.

Wenden wir auf alle Elemente von Dy unsere Matrix M an, erhalten wir eine
neue Menge von Vektoren des R?, namlich

Dy = {aMé&y +yMés + zMé5 |0 < x,y,2; c+y+2z=1} .

Geometrisch konnen wir D; leicht deuten: Es ist das (mdglicherweise entartete)
Dreieck, dessen Eckpunkte durch die Vektoren®? Meé), Méy, Mé3 gegeben sind. Da
es sich wieder um stochastische Vektoren handelt, ist D; in Dy enthalten:

Dy C Dy

Dieses Enthaltensein bleibt erhalten, wenn wir auf beide Mengen die Matrix M
anwenden! Die Anwendung von M auf Dg ergibt D;, die Anwendung von M auf
D ergibt die Menge

Dy = {xMQé’l+yM2€2+zM2€3|0§x,y,z; r4+y+z=1}

geometrisch ist Do das (moglicherweise entartete) Dreieck, dessen Eckpunkte durch
die Spaltenvektoren von M? gegeben sind.

Damit haben wir
Dy C Dy

)

und wenn wir allgemein
Dy = {aM"e +yM*ey + M &3 |0 <z,y,2; s +y+2=1}
setzen fiir k = 1,2,3,... und in dieser Weise fortfahren, erhalten wir die Beziehung:
Dy D Dy D Dy D D32 ...

Mag wohl sein, dass dir langsam mulmig wird. Lasse dich nicht ins Bockshorn jagen,
in geometrischer Sprache steht da nur, dass jedes der (vielleicht entarteten) Dreiecke

D15D27D35"'7Dka"' )
deren Eckpunkte durch die Spaltenvektoren von

M, M? M3,... ,MF*

goe e

gegeben sind, alle nachfolgenden Dreiecke umfasst — das ist der Kern der Sache. Auf
der Seite 103 siehst du die ersten Dreiecke fiir das M des Haarwaschmittelsbeispiels
von Seite 92, das uns ja etwas Miithe gemacht hatte.

Was ich hier beschrieben habe, gilt nicht nur fiir 3 x 3—Matrizen. Bei 2 x 2—
Matrizen bilden die stochastischen Vektoren eine Strecke, bei 4 x 4-Matrizen einen
Korper, genauer, ein Tetraeder, bei 5 x 5-Matrizen ein vierdimensionales Gebilde,
aber das nur nebenbei.

Praktisch wichtig fiir uns ist das Enthaltensein der Dreiecke aus einem anderen
Grund. Satz 17 auf Seite 101 garantiert uns, dass M* fiir k gegen Unendlich gegen
eine Grenzmatrix strebt, wenn M stochastisch ist und keine Nullen enthéilt. Wir
konnen die Voraussetzung nun etwas schwécher machen:

32Das sind offensichtlich die Spaltenvektoren von M!
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Abbildung 56: Bilder der Dreiecke zu Dy, D1, Do, ... zum M des Haarwaschmittel-
beispiels auf Seite 92

18 Satz
Es sei M eine stochastische Matrix. Wenn alle Eintréige von M positiv sind fiir einen
Exponenten [, dann hat strebt M* gegen eine Grenzmatrix fiir k gegen Unendlich.

Beweis. Da M' laut Voraussetzung nur positive Eintriige besitzt, gilt nach Satz
17 auf Seite 101
Nun ist (M l)k = M* folglich ziehen sich die (wie oben definierten) geometrischen
Gebilde
Dy, Dok, D3y, . . .

fiir k gegen Unendlich auf einen Punkt zusammen. Da die tibrigen D; in solchen
enthalten sind, ziehen sich die Gebilde der ganzen Folge Dy auf einen Punkt zu-
sammen. Daraus folgt die Behauptung. 0

Anmerkung. Das ist vermutlich harte Kost fiir euch. Was miisst ihr davon
behalten? Dass die Existenz einer Grenzmatrix G von M* schon dann ge-
sichert ist, wenn es eine Potenz M! von M gibt, die nur positive Eintriige
hat. Das ist ein niitzliches Werkzeug fiir Anwendungsaufgaben.
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11.8 Wie man die Grenzmatrix findet

Sucht man zu einer gegebenen quadratischen Matrix M eine Grenzmatrix von M*
fiir k£ gegen Unendlich, kann das folgende Lemma niitzlich sein. Es liefert eine not-
wendige Bedingung?®® dafiir, dass eine Matrix G Grenzmatrix von M* ist.34

19 Lemma
Es sei M eine quadratische Matrix und es gelte

Mk k—o0 G

Dann gilt
MG = GM = G

Beweis. Natiirlich gilt
Mk+1 k— o0 G

3

das ist eine Binsenweisheit, denn die Folge
M? M3, ...
erhélt man aus der urspriinglichen Folge

M, M? M3, ...

)

indem man die erste Matrix streicht, und das hat keinen Einfluss auf den Grenzwert
fiir & gegen Unendlich. Aber nun ist einerseits

M*Y = MFM k=co . GM und andererseits
MFY = MMF koo, MG

Daraus folgt nun die behauptete Gleichung. O

Und so wendest du das Lemma an, um zu einer gegebenen quadratischen Matrix
M Kandidaten fiir eine Grenzmatrix zu finden: Wenn MG = G gelten soll, muss
fiir jeden Spaltenvektor § von G ja M ¢ = § sein. Folglich musst du die Fixvektoren
von M ausrechnen, wenn du die Kandidaten fiir § finden willst, also die Losungen
des LGS MZ = Z. Das ist das homogene LGS mit der Koeffizientenmatrix

myp — 1 mi2 miz ... Mpn
mo1 mMog — 1 mos e mon
M-E, = ; (40)
mn1 mn2 m,m—l

wenn M eine n x n—Matrix und E,, die Einheitsmatrix der gleichen Grofle ist.

Wenn du Gliick hast, ist der Losungsraum eindimensional. Dann enthélt er in
der Regel nur einen einzigen Kandidaten fiir g, weil zum Beispiel die Spaltensumme
einen bestimmten Wert haben muss. Gelegentlich schreibe ich dir ein durchgerech-
netes Beispiel auf.

33Eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine Funktion f an der Stelle x( ein lokales Extremum
hat, ist, dass f’(xop) = 0 ist. Du berechnest also, wenn das technisch méglich ist, die Nullstellen
von f’, denn héchstens diese kénnen (lokale) Extremstellen sein.

34Dieses Lemma gilt fiir beliebige quadratische Matrizen, sie miissen nicht stochastisch sein. Du
kannst das Lemma auch bei den Populationsmatrizen anwenden, also bei den echten Kiferaufga-
ben.
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11.9 Stochastische Matrizen haben immer Fixvektoren

Eine stochastische Matrix M hat nur Eintrdge > 0, und alle Spaltensummen sind
= 1, klar. Behalte dies im Hinterkopf und sieh dir das LGS an, dessen Losungsmenge
der Fixraum ist: du findest es ausfiihrlich hingeschrieben in der Gleichung (40) auf
der Seite 104. Schaue dir dort die erste Spalte an. Die Summe der m;; ist = 1,
zusammen mit der —1 im obersten Eintrag ergibt sich also insgesamt 0. Und bei
den anderen Spalten geht das genauso; die Summe Y. ; m;; hat den Wert 1, in
der Hauptdiagonalen steht eine —1, insgesamt kommt 0 heraus. Wenn du also zur
letzten Zeile des LGS alle tibrigen Zeilen addierst — das ist eine erlaubte Umformung
des LGS — stehen in der letzten Zeile nur noch Nullen. Auf der rechten Seite ist auch
eine 0, du kannst die letzte Zeile einfach streichen. Folglich hat das LGS eine Spalte
mehr als Zeilen, und da es homogen ist, ist jedenfalls eine Variable frei wiahlbar, der
Losungsraum folglich mindestens eindimensional! — Halten wir das Ergebnis fest:

20 Satz
FEs sei M eine stochastische Matrix. Dann hat der Fixraum von M mindestens die
Dimension 1.
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11.10 Anwendungsbeispiel: aus Aufgabe 6 Abi 2009

Wir nehmen die Ubergangsmatrix aus der Aufgabe 6 vom Abitur 2009, die ihr
heute bekommen habt, und fragen nach dem Verhalten auf lange Sicht. Ob es in
der Aufgabe um Autos, Arbeiter, Stromkunden, Kifer oder Rindviecher geht, ist
beinahe egal, wichtig ist nur, dass die Gesamtzahl der betrachteten Population als
konstant angesehen wird. Dann némlich sind die Spaltensummen der Matrix = 1,
und wir haben es, da die Eintrdge > 0 sind, mit einer stochastischen Matrix zu tun
und konnen unsere Theorie dieser Matrizen anwenden. — Ich schreibe die Matrix
hin, damit du nicht in deinen Unterlagen suchen musst:

0.7 0.1 0.1
M = 102 085 0
0.1 0.05 0.9

Leider enthélt die Matrix eine Null, der gute Satz 17 auf Seite 101 ist nicht
anwendbar. Aber offensichtlich hat schon M? keine Null mehr, deshalb garantiert
der Satz 18 auf Seite 103, dass M* fiir k gegen Unendlich gegen eine Grenzmatrix
strebt, deren Spaltenvektoren alle gleich sind.

In der Aufgabe wird gar nicht nach einer Grenzmatrix gefragt, sondern nur nach
einem stabilen Zustand. Wir miissen den Fixraum ausrechnen, das lasse ich aber
MuPAD machen. Danach ist der Fixraum

und das sind immerhin angenehme Zahlen.

Um nun die verlangte stabile Verteilung der 1200 Mitarbeiter zu finden, miissen
wir den Fixvektor mit der Spaltensumme 1200 aufsuchen. Das ist nicht so tiefsinnig,
es ist

300

1200 -
31445 = |400
500

In der Aufgabe sind nun noch einige Daten auszurechnen und einige Terme zu
deuten, aber dazu schreibe ich jetzt nichts mehr. Nur interessehalber schauen wir
uns an, wie schnell sich die Potenzen der Matrix der Grenzmatrix ndhern. Der
kleinste Eintrag in M? ist 0.02, das ist sehr wenig. Das heifit, dass man schon M?*
braucht, damit die Differenz zwischen grofitem und kleinstem Eintrag einer Zeile
garantiert hochstens

(1-2-0.02)" = 0.96*
ist. Entspechend langsam ziehen sich die Dreiecke auf einen Punkt zusammen. Unten

siehst du ein Bild; die Dreiecke werden schnell schmal, aber die Héhe nimmt nur
sehr langsam ab.

Wenn wir sicher sein wollen, dass sich die Eintriige einer Zeile von M?* um
maximal 0.01 unterscheiden, muss

0.96* < 0.01 ,

also |
B> n(0.01)

~ 112811
= 1n(0.96)
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sein. Das ist iibel. In Wirklichkeit sind allerdings die Spaltenvektoren von M0
schon praktisch gleich, den Exponenten 226 der Abschitzung braucht man dann
doch nicht.

Wichtiger Hinweis: In der Abiturklausur interessierte so etwas bisher nie-
manden! Nicht, dass du dann solche Untersuchungen anstellst; ich kénnte sie nicht
honorieren.
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11.11 Kleiner Zoo stochastischer Matrizen

Harmlos sind die stochastischen Matrizen mit lauter positiven Eintrégen sowie die,
die zwar Nullen haben, welche aber beim Potenzieren irgendwann verschwinden.
Von der ersten Art ist zum Beispiel die Matrix aus der Wetteraufgabe, von der

zweiten
1 mit ]\412 =
0

Fiir eine Matrix M dieser Art gilt bekanntlich

M,y

I
VR
N D=

RIS
N[ D=

Mk ]H—OO) G = (gagavg) )

und fiir jeden stochastischen Startvektor #y konvergiert &, = MP*Z, gegen eben
dieses ¢ fiir k — oc.

Problematisch wird die Sache, wenn jede Potenz M* der stochastischen Matrix
Nullen enthélt. Da kann alles Mogliche passieren, wie man sieht, wenn man an den
Kafigen entlanggeht, wo solche Tiere leben. Ich fiihre einige Exemplare dieser Arten
vor.

1. Beginnen wir mit

M = 01 mit M? = 1o und M3=M .
10 0 1

Hier hat M* offensichtlich keine Grenzmatrix, obwohl der Fixraum

()

eindimensional ist.3® Nimmt man als Startvektor #, den stochastischen Fix-
vektor, ist die Folge konstant: ¥y = g fiir alle k. Nimmt man einen anderen
Startvektor, gibt das eine Folge, bei der sich zwei Vektoren immer abwechseln.
Das ist auch von der Geometrie her einleuchtend, die Matrix gehort zu einer
Spiegelung der Ebene an der ersten Winkelhalbierenden y = .

2. Im Kifig gleich nebenan lebt ein eher zahmes Exemplar der kritischen Gat-

tung: Fiir
1 . k 1 1
M = gilt M koo, ,

und fiir jeden (stochastischen) Startvektor Zy strebt Zj, gegen den ersten Ein-
heitsvektor fiir k& gegen Unendlich.

Wi Wl

3. Etwas heikler ist das Exemplar

P o
- 12 1
M=13 30

0 0 1

35Die im griinen Buch auf der Seite 173 — natiirlich ohne Beweis! — abgedruckte Merkregel, eine
Ubergangsmatrix habe eine Grenzmatrix, wenn sie genau eine stabile Verteilung hat, ist folglich
falsch, wie das lebende Gegenbeispiel zeigt.
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Es gibt zwar eine Grenzmatrix:

22

MF  k—oo 4 4 = @G

— |7 7 0| =
0 0 1

— aber der Fixraum hat die Dimension zwei. Fiir jeden Startvektor Zy konver-
giert ¥, = M ¥y gegen GZy, und dieser Vektor hingt von Zy ab.

Wie du siehst, kann wirklich alles Mogliche auftreten. Es gibt eine Grenzmatrix
oder auch nicht; jede Folge 7 = M ¥y konvergiert oder auch nicht — und dies kann
sogar von &, abhingen. Es kann sein, dass alle Folgen &, = M"*Z, konvergieren,
und das kann dann gegen den gleichen Grenzvektor sein, der Grenzvektor kann aber
auch von ¥y abhéngen. Da muss man mit &uerster Vorsicht zu Werke gehen, selbst
dann, wenn man — dem Zug der Zeit folgend — einfach mit dem Taschenrechner M*
fiir nicht zu kleine & bildet.
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11.12 Technische Ubung

Einer unter uns ist ein sprudelnder Quell von Ideen. Meist geht es darum, ob man
nicht auf irgendeine Weise Miihe und Arbeit sparen kann, etwa wenn hinterfragt
wird, ob man, wenn da steht, eine Aufgabe solle gerechnet werden, man diese Rech-
nung auch hinschreiben muss, denn das ist ja nicht explizit verlangt. Wenn man
diese skurilen Einfille, die eher in die amerikanische Schadensersatzprozessrecht-
sprechung gehoren, einmal beiseite ldsst, bereichert unser Freund unseren grauen
Unterrichtsalltag mit Ideen, die ausgesprochen clever sind. Mir bringt das ein, dass
ich interessante Hypothesen untersuchen muss, was ich zwar ganz gern tue, was
aber bisweilen unangenehm viel Zeit verschlingt.

Genug des Smallltalk. Schauen wir uns den neuesten Einfall unseres Cleverle
an. Den Fixraum einer stochastischen Matrix auszurechnen, ist keine vergniigliche
Beschiftigung. Schén wére doch, man koénnte erzeugende Vektoren des Fixraums
gleich an der Matrix ablesen. Grofle Zeilensummen der Matrix fithren doch tenden-
ziell zu groflen Eintridgen in der Komponente des Fixvektors an der entsprechenden
Stelle. Kapiert? Also: Stehen in der ersten Zeile der stochastischen Matrix M grofle
Eintrage, wird der oberste Eintrag des Vektors M & begiinstigt. Die Zeilensummen
einer Matrix sind schnell ausgerechnet; es wire doch genial, wenn die Eintrage ei-
nes Fixvektors untereinander im gleichen Verhiltnis stdnden wie die des Vektors
der Zeilensummen. Dann konnte man Fixvektoren gleich hinschreiben.

Ein solches Theorem wére allemal des Schweifles der Edlen wert. Spiiren wir ihm
nach. Es sei M eine stochastische Matrix. Die folgenden Auftrige sind auszufithren
und Resultate und Losungswege sind aufzuschreiben.36

1. Finde einen Vektor Z so, dass der Vektor MZ gerade die Zeilensummen von
M enthélt.

2. Wir priifen die Vermutung an einer handlichen Matrix. Von nun an sei

M = (1” q) mit 0 < p,q, < 1.
p  1l—gq

Eigentlich solltest du das Problem in der gestellten Form 16sen kénnen. Falls
du damit nicht durchkommst, nimmst du erstmal ein konkretes M: wihle
konkrete Zahlen fiir p und gq.

(a) Berechne den Fixraum von M.

(b) Berechne die Zeilensummen von M.

(c) Als erzeugenden Vektor des Fixraums kénnen wir () nehmen (Nach-

weis!). Bestimme p und ¢ so, dass das Verhéltnis der Zeilensummen gleich
dem Verhiltnis der entsprechenden Eintrage des erzeugenden Fixvektors
ist.

(d) Wenn Sjards Vermutung zutrifft, muss die Losungsmenge alle Vektoren
(5) mit 0 < p,q <1 enthalten. Kommt das heraus?

(e) Wenn du richtig gerechnet hast, hast du nur zwei Lésungen (4 ) gefunden.
Sjards Vermutung trifft also nicht zu, jedenfalls nicht in der Form, in
der ich sie gefasst habe. Er selbst hatte, wie er mir in einem privaten
Gespréch mitgeteilt hat, eigentlich eine schwichere Formulierung: Ist die
Summe s; der i~ten Zeile von M mindestens so grofl wie die Summe s;
der j—ten Zeile, sollte der i—te Eintrag des Grenzvektors auch mindestens

361Ich hoffe mal, jetzt ist kein Schlupfloch mehr offen.

110



so grof sein wie der j—te Eintrag des Grenzvektors.?” Diese schwéchere
Vermutung hat Sjard durch ein eigenes Beispiel gekippt.?® Hier ist sein
Beispiel:

S

I
_ o o o o
o o o =
o o o =
o o o =
o o o o

Begriinde! Und warum kann er die Matrix nicht einfach kleiner machen?

37Uberlegungen, ob iiberhaupt ein eindeutig bestimmter Grenzvektor existiert, stellen wir
hintan.

38Und damit steht seine Note fiir sonstige Mitarbeit fiir dieses Halbjahr fest. .. Zu meinem Gliick
ist die Kultusbiirokratie aufler Stande, solche Phianomene wahrzunehmen, sonst hétte ich ldngst
ein amtliches Schreiben bekommen, dass meine Arbeit in eurem Kurs ihren Lohn schon in sich
trage und man deshalb von der Zahlung eines Gehaltes absehe. Schwein gehabt, verpetzt mich
nicht!
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11.13 Einfiihrung von Populationsmatrizen

Wir kommen nun zu den klassischen Kéferaufgaben, sie beschéftigen sich mit der
Entwicklung von Populationen. Am besten hilft ein Beispiel: Wir betrachten eine
Population von Kifern irgendeiner Art, und wir wollen an einem einfachen Modell
studieren, wie sich die Population mit der Zeit entwickelt [wenn die Lebensum-
stinde der Kifer in etwa gleich bleiben]. Dazu teilen wir die weiblichen Exemplare
in drei Klassen ein: Larven, Jungkéifer und Altkédfer meinetwegen. Ein Kéfer, der
sich zum jetzigen Zeitpunkt 0 im Larvenstadium befindet, ist nach einer Zeitspanne
T Jungkéfer (oder gefressen worden) und nach einer weiteren Zeitspanne 7' Altkéfer
(oder iiberfahren worden). In dem klassischen Modell, das von einem gewissen Leslie
in den 1940er Jahren entwickelt wurde, ist der Kéfer nach einer weiteren Zeitspanne
T tot.

Die Konstitution einer solchen Kéferart wird durch eine Matrix beschrieben, die
typischerweise so aussieht:

0 0 4 0 0 0 0 8
M; = % 0 0 oder My = % 0 0 oder M5 = % 0 0
0 3 0 0 3 0 5 0

Die Eintrdge der Matrizen sind immer noch > 0, wie bei den stochastischen Matri-
zen, aber die Spaltensummen sind nicht mehr = 1, und es treten auch Werte > 1
auf, die ja keine Wahrscheinlichkeiten mehr sein kénnen. Bedenken wir griindlich
die Bedeutung der Eintrige.

1. Der Eintrag mo; = % bedeutet offensichtlich die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Kifer, der zum Zeitpunkt 0 als Larve existiert, zum Zeitpunkt 7" noch lebt [und
dann natiirlich Jungkifer ist]. Entsprechendes gilt fiir den Eintrag ms; = %

in den Matrizen. Welche Beobachtungen liegen diesen Werten zu Grunde?

Der Biologe beobachtet halt meinetwegen 1000 Larven der Art und stellt fest,

wieviele von ihnen nach der Zeit T noch existieren, nimmt den beobachteten

Anteil als Schétzwert der Uberlebenswahrscheinlichkeit und schreibt ihn in

die Matrix.

2. Bei den Werten mi3 geht das ganz entsprechend. Der Biologe stellt die Ge-
samtzahl der Larven fest, die N Kifer, die zur Zeit 0 als Altkéfer existieren, als
Nachkommen haben, und teilt diese Anzahl durch N. Dann weif} er, wie viele
Nachkommen ein (weiblicher) Kiifer, der zum Zeitpunkt 0 als Altkifer lebt,
im Mittel hat. Im Begriffsapparat der Stochastik liest sich das so: Die Zufalls-
grofie X ist die Anzahl der Nachkommen, die ein zufillig gewédhlter weiblicher
Altkéfer im Laufe seines Lebens als Altkéifer hat, und der Erwartungswert
dieser Zufallsgrofe ist dann der Matrixeintrag: mis = E(X).

Du kannst das einheitlich sehen: Die Zufallsgréfie Y sei die Anzahl der Jungkéfer,
die aus einer zufillig gewihlten weiblichen Larve wird. Das ist nichts Anderes als
die Anzahl der Erfolge eines Bernoulliversuchs, dessen Erfolgswahrscheinlichkeit p
die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Larve ist. Der Erwartungswert E(Y) hat den
Wert 1-p+0- (1 —p) = p, aber er bedeutet eine (mittlere) Anzahl von Kifern.

Der Rest lduft nun wie bei den stochastischen Matrizen. Besteht die Kolonie
zur Zeit 0 aus z; Larven, xo Jungkifern und z3 Altkifern — immer weiblichen,
wohlgemerkt — dann fasst man diese Zahlen als Eintrége eines Startvektors &y auf
und bildet #1 = MZy. Die Eintréige von 77 sind dann wieder Erwartungswerte von
Kaferanzahlen, also ,,Werte im Mittel“. Heiflt: Beobachtet man eine grofle Anzahl
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von Populationen mit der durch 7y gegebenen Bevolkerung, wird man nach der Zeit
T im Mittel etwa die durch Z; beschriebene Besetzung beobachten.

Warnungen

1. Was fiir einen Biologen grofie Zahlen sind, interessiert uns nicht. Und denke
nur ja nicht dariiber nach, welchen Unterschied es macht, wenn alle Larven im
Mai geboren werden gegeniiber dem Ablauf bei einer tropischen Tierart, die
das ganze Jahr iiber Junge hat! Dann 6ffnest du eine Biichse der Pandora, und
das sollst du nicht, selbst der neugierige Sjard ldsst besser die Finger davon.
Bedenke: iiber Populationsmatrizen gibt es dicke Biicher, im griinen Buch
stehen zwei Seiten dariiber. Also: schaue nicht zu genau hin, sonst bekommst
du Probleme.

2. Die Fragestellungen sind sehr dhnlich zu denen, die du von den stochasti-
schen Matrizen her kennst: Entwicklung der Folge ¥y, ¥1 = M Xy, . .. vor— und
riickwarts, Existenz stabiler Zustande. Aber unsere schone Theorie geht nicht
mehr. Es gibt eben nicht garantiert stabile Zusténde, und auch das Verhalten
auf lange Sicht ist anders.
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11.14 Zyklische Prozesse

Die Matrizen auf der Seite 112 waren alle vom Typ

o

0 ¢
M = 0 0
b 0

o e

mit positiven Zahlen a, b, c. Potenziert man M mit 3, erhélt man

abc 0 0 1 0 O
M =10 abe 0| =abc-|0 1 0
0 0 abe 0 0 1

Falls abc = 1 ist, verlduft der Prozess zyklisch, jeder Zustandsvektor tritt nach
drei Zyklen wieder auf.? Die Zustandsvektoren bilden eine Folge der Art

To, T1, Ta, Lo, T1, T2, Lo, ---
Im allgemeinen Fall ist hier
- o o 2 - k=
T3 = (abe)@y, Te = (abc)*Xo, ..., Tsr = (abe)"Zy, ...

fiir abc < 1 nimmt die Population exponentiell ab und stirbt aus, fiir abc > 1
wéchst die Population exponentiell, und ihre Grofle iiberschreitet im Modell alle
Grenzen. Das ist in der Realitét natiirlich nicht moglich, weil es immer Grenzen
des Wachstums gibt. Das Modell sagt ja auch nur, was passiert, wenn sich die
Rahmenbedingungen nicht &ndern; es dient zur Analyse der Rahmenbedingungen
und weniger zur exakten Prognose iiber eine grofiere Anzahl von Zyklen.

Technische Ubungen

1. Zeichne ein Ubergangsdiagramm zu dem Prozess, der durch die Matrix M
gegeben ist. Siehst du auch daran, dass der Prozess zyklisch verlaufen kann?

2. Rechne nach, dass M?3 tatséichlich die oben angegebene Form hat, und zeige
mit dem Ergebnis formal, dass M3& = abc? ist.

3. Bearbeite die Aufgaben 38 und 39 auf der Seite 180f im griinen Buch.

39Dabei ergibt sich die Zahl 3 aus der Matrix, eine Periode kann auch eine andere Linge haben.
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11.15 Einschub: Eigenwerte und Eigenvektoren

21 Definition
Eine Zahl X heifit Eigenwert einer quadratischen Matrix A, wenn es einen Vektor
Z # 0 so gibt, dass

AZ = A\ (41)

gilt. Ein solcher Vektor & heifit dann Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Kennst du schon, nicht? Ein Fixvektor einer Matrix ist ein Eigenvektor zum
Eigenwert A = 1.

Warum interessiert man sich fiir Eigenvektoren? Das lésst sich leicht sagen: Die
Wirkung einer Matrix auf einen Eigenvektor ist genial iibersichtlich. Es ist im all-
gemeinen sehr misslich, wenn man etwas iiber A'°°% aussagen will fiir eine quadra-
tische Matrix A und einen Vektor Z passender GroBe. Man muss A% ausrechnen,
und das ist kein Spaf}; oder A hundertmal anwenden, und das zwar weniger Re-
chenarbeit als wenn man A'°° berechnet, aber es ist noch listig genug. Ist Z jedoch
Eigenvektor von A zum Eigenwert ), sind wir schnell fertig: Dann ist A*# = \Fz
fiir alle £ € N. Das geht auch noch fiir eine Linearkombination von Eigenvektoren
1 zum Eigenwert \; und v5 zum Eigenwert As von A. Dann ist ndmlich

Ak(Tlﬁl + T2172) = TlAk’L_ﬁ —+ TQAkﬁQ = )\]leﬁl + )\]57’2172
— das kann man so hinschreiben.

Bevor wir uns anschauen, was das Konzept uns noch an neuen Einsichten bringt,
nehmen wir uns ein konkretes Beispiel vor. Es sei

) |

Der Ansatz AT = A7 fiithrt iiber AT — A7 = 0 zu

b

I
7N
= N
QI o

(A-XE)Z = 0 (42)

mit der Einheitsmatrix E der passenden Grofle. Das ist hier ein homogenes LGS,
seine Grofle wird durch die Grofle von A bestimmt.?® Damit nichts schief geht,
schreibe ich das LGS aus. Im allgemeinen Fall sieht das so aus:

a1 — A a12 ai3 .. a1n
a1 ago — )\ a3 . a9on
as1 a3z asz — XA ... a3n 0 (43)
an1 ano An3 et Qpp — A 0

Fiir unser konkretes A ergibt sich dieses LGS:

- A

Wl

1
2

(44)
Y

win

1
2

Man kann nun mit Zeilenumformungen arbeiten, muss aber mit A-haltigen Vorfak-
toren multiplizieren. Fachleute machen das nicht, sondern argumentieren so: Das
LGS (A — AE) = 0 hat dann und nur dann von 0 verschiedene Losungen, wenn die

40Streng genommen ist es eine unendliche Schar homogener LGS mit dem Scharparameter \.
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Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix A — AF linear abhéngig sind, und das ist
genau dann der Fall, wenn die Determinante dieser Matrix den Wert 0 hat. Folglich
ist A genau dann Eigenwert von A, wenn

det(A—AE) = 0 (45)

ist.

Die linke Seite dieser Gleichung heifit charakteristisches Polynom der Matrix
A, aber das brauchst du dir nicht zu merken. Fiir unser kleines A konnen wir es
ausrechnen:

1_\ 1
det(A—AE) = det | 2 3

1 2 _

2
1 2 1 1
(5”) (5”)‘5'5

Das ist ein Polynom [=Term einer ganzrationalen Funktion] vom Grad 2, seine
Nullstellen bekommen wir mit der pg—Formel:

I
>
[\V)
[
|
>
_|_
|

7 49 1
A= BEVIIE 6
_ 7.5
12712

Die Eigenwerte von A sind folglich 1 und %. Wir berechnen die Eigenvektoren dazu,

indem wir in Gleichung (44) jeweils A durch den berechneten Wert ersetzen. Das
liefert die LGS

‘ 0 fiir A = 1 mit der Lésungsmenge < <2> >
1 _1 0 3
2 3
1 _
0 fir A = = mit der Losungsmenge 1
0 6 1

Nebenbei: Dass 1 als Eigenwert auftauchen musste, war klar; jede stochasti-
sche Matrix hat Fixvektoren, also 1 als Eigenwert. Aber nun zu der angekiindigten
tieferen Einsicht in das Verhalten stochastischer Matrizen. Es sei Zg € R? ein Start-
vektor, stochastisch oder nicht, das ist egal. Da die Eigenvektoren

) oe(0)

linear unabhéngig sind — das sind Eigenvektoren einer Matrix zu verschiedenen Ei-
genwerten immer*! — kénnen wir &y als Linearkombination dieser Vektoren schrei-
ben:

N =
W=

und

N Wl
N Wl

To = mU + 12l

41Giche 11.16 auf Seite 118
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Dann ist
fk = Akfo = Ak(T1171+T2172) = TlAkﬁl +T2Ak’(72

k
- r-1F. 7 R
=T U1 + 12 6 Vg

koo, 1y

Technische Ubung

1. Berechne die Vorfaktoren r; und ry der Darstellung

ro = 11 <2> +ra <_1> am Ende des Kapitels konkret fiir &y = <0>
3 1 10

und zeichne die Punkte zu @y und zu @), = AFZ, fir k = 1,2,.... Wohin
strebt &, fiir k gegen Unendlich? [Am besten zeichnest du auch die Zerlegung
von Zp mit ein, die du ausgerechnet hast!]

2. Was bedeutet AZ = A\Z geometrisch?

3. Bestimme Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

und suche nach Eigenwerten der Matrix A.
5. Was bedeutet es, wenn eine quadratische Matrix den Eigenwert 0 hat?

6. Bestimme Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrizen

A::11 umdB::20
0 1 0 2

7. Blicke noch einmal auf die Beispiele. Schon bei den kleinen 2 x 2—Matrizen
kann, was die Anzahl der Eigenwerte und die Dimensionen der zugehérigen
Eigenrdume betrifft, alles Mogliche passieren. Stelle mal die Fille zusammen!
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11.16 Lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig, so sagt man
etwas salopp. Préziser formuliert liest sich das so:

22 Satz

Es seien 1,75, ..., U, Eigenvektoren einer Matrix A, und die zugehorigen Eigen-
werte seien paarweise verschieden. Dann ist das Vektorsystem ¥y, s, ..., 0, linear
unabhéngig.

Es geht mir darum, dass du noch einmal siehst, was Eigenwerte und Eigenvekto-
ren bedeuten und wie man damit umgeht; deshalb bringe ich diesen Satz. Der Satz
gilt so, wie er da steht. Um den Beweis einfach und {ibersichlich zu halten, verlange
ich, dass auch die Betréige der Eigenwerte paarweise verschieden sind, also nicht
etwa 2 und —2 als Eigenwerte vorkommen. Diese Voraussetzung ist etwas schérfer
als die im Satz.

Beweis. Die Eigenwerte seien der Grofe ihrer Betrége nach geordnet, es sei also
0.B.d.A.#?
A1l < A < ..o < A -

Wie es beim Nachweis linearer Unabhéngigkeit {iblich ist, schauen wir uns eine
Linearkombiantion der #; an, die den Nullvektor ergibt:

T1’L71 +7’2’L72 —+ ... +Tn17n == 6 (46)

Wir wenden auf beide Seiten A* an und nutzen aus, dass die 7}, Eigenvektoren sind.
Das ergibt®?

—

k= k= k-
TIATUL + redsUs + .. FrpAnt, = 0

Wir dividieren nun durch )\Z:

A \* Ao\ * A1 \F _
1 (/\_711) U1 + 1o (/\—i) Vo+ .. +7Tp-1 ()\—nl) +r,U, = 0

und lassen k gegen Unendlich laufen. Die ersten n—1 Quotienten A; /A, sind alle be-
tragsmafig kleiner als 1, ihre k—ten Potenzen gehen gegen Null. Auf der linken Seite
bleibt nur r,v,, auf der rechten Seite steht die ganze Zeit untitig der Nullvektor.
Es folgt

TrUn = 0 ,
und daraus ergibt sich, da Eigenvektoren vom Nullvektor verschieden sind, r,, = 0.

In gleicher Weise nimmt man sich nun #,_; vor und zeigt r,,—1 = 0, und so
weiter, bis zu ¥ und ro = 0. Dann ist blol noch r19; = 0 iibrig, und dies ergibt
r1 = 0 ohne dass wir dividieren miissen, und das ist gut, denn es kénnte ja \; =0
sein.

Damit ist gezeigt, dass Gleichung (46) nur gelten kann, wenn
rn=ro=...=1, =0

ist: das System ¥, Vs, ..., U, ist linear unabhéingig. O

42 Ohne Beschriankung der Allgemeinheit“ heit das, und hier will man damit sagen, dass man
die Vektoren und die Eigenwerte ja notfalls umnummerieren kann. Man macht hier keine zusétzliche
Voraussetzung.

43Djeser Schritt ist der Kern der Sache. Es muss dir absolut klar sein, was da passiert ist.
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11.17 Nachdenken iiber Orthogonalitét

Beginnen wir mit einer stumpfen Rechenaufgabe: Wende auf die Spaltenvektoren
der Matrix

das Orthogonalisierungsverfahren an.
Das musst du nun auch wirklich durchrechnen, bevor du weiterliest!

Man verrechnet sich unglaublich leicht, wenn man das Gram—Schmidt—Verfahren
zu Fufl durchrechnet, und trotz der verbraucherfreundlichen Werte in den Ausgangs-
vektoren stehen im dritten neuen Vektor schon krumme Zahlen. Sei es drum. Du
hast nun etwas Technik fiir die Klausur wiederholt, aber euch treibt immer die Frage
um, was das Ganze eigentlich soll.

Ein erster Hinweis steckt in zwei weiteren stumpfen Rechenaufgaben:
Aufgabe 2. Berechne die Determinante von A.

Aufgabe 3. Multipliziere die Lingen der neuen Basisvektoren.*

Wenn du das alles richtig ausgerechnet hast und dann nach dem geometrischen
Hintergrund fragst, mag dir ein Licht aufgehen.

Nach diesem ersten Gang kommt nun das Hauptgericht.?> Der Raum soll um die
vom ersten Spaltenvektor @ der Matrix A oben erzeugte Gerade um 90° gedreht
werden. Wir suchen eine Vorschrift, die uns zu einem Raumpunkt X den Bildpunkt
X' unter dieser Drehung liefert.46

Ich skizziere einen Weg zur Losung. Er besteht aus mehreren Schritten.
Aufgabe 4. Bestimme einen einfachen Vektor @, # 0, der zu @ orthogonal ist.
Aufgabe 5. Bestimme einen Vektor ds # 0, der zu @ und zu @ orthogonal ist,
und bringe ds und a3 auf die gleiche Lénge, indem du sie mit geeigneten Faktoren
multiplizierst.

Aufgabe 6. Es ist klar, wie die Drehung auf die Vektoren a, d2, a3 wirkt — schreibe
das auf.

Nun muss ich leider Matthies’ Vorfreude etwas triiben. Wir diirfen die Bildvek-
toren der @; nicht einfach in eine Matrix schreiben, weil die d@; nicht die Einheits-
vektoren des Raums sind. Den Bildvektor eines beliebigen Vektors & kénnen wir
aber leicht bekommen, wenn wir T als Linearkombination

r = Tlal +7’262 +T363

schreiben. Und das ist leicht, weil ja die &; paarweise orthogonal sind. Wir brauchen
nicht fiir jedes neue 7 ein 3 x 3-LGS zu 16sen, ein paar Skalarprodukte reichen aus.

Aufgabe 7. Berechne den Bildvektor des Einheitsvektors € unter der Drehung.

44Fiir den Fall, dass du die neuen Basisvektoren trotz der mahnenden Worte doch nicht ausge-
rechnet hast — sicher durch hohere Méchte gehindert — ist hier die Matrix mit der neuen Basis:

-1 0 3
(b1,b2,83) = | 0 1 o0
3

45Das Projekt kommt deiner mathematischen Bildung zugute, ist aber nicht Klausurstoff.
46Den Drehsinn lasse ich offen, um die Sache einfacher zu halten. Es gibt dann natiirlich zwei
Losungen der Aufgabe.
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Wenn du das erledigt hast, kommt Matthies doch noch zum Zuge, und du kannst
einen Teil der Matrix der Drehung hinschreiben. Wenn du die komplette Drehmatrix
haben willst, brauchst du nur noch die Bildvektoren der beiden iibrigen Einheitsvek-
toren auszurechnen. Aber das brauchst du meinetwegen nicht zu machen, du solltest
nun auch so schon etwas mehr von der Niitzlichkeit des Begriffs der Orthogonalitét
iiberzeugt sein.
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12 Klausur Nr. 7 am 16. Februar 2016

1. Kéferaufgabe
Der Leiter des Kénig—Alfons—Gymnasiums in Lummerland hat seinen Bericht
fiir den Schulinspektor fertig. So funktioniert die Oberstufe am KAG: Sind zu
Beginn eines Schuljahres 1 Schiiler in der EF, x5 Schiiler in der Q1 und z3
Schiiler in der Q2, bekommt man die entsprechenden Anzahlen zu Beginn des
néchsten Schuljahres nach der Vorschrift

01 0 0 180
w: T MZ+b mit M= 09 01 0 und b= 0
0 09 0.1 0

(a) Erldutere dem Inspektor die Bed_?utung der Eintrége in der ersten Spalte
von M und die Bedeutung von b im Sachzusammenhang. [5]
(b) Zeichne ein Ubergangsdiagramm zu dem Prozess, der durch Z +— MZ
gegeben ist. [4]
(¢) In Lummerland gilt das Prinzip ,,no child left behind® in der strengsten

Form: Niemand, der in die Oberstufe eintritt, darf die Schule ohne Abitur
verlassen. Wo findet der Inspektor in der Matrix Hinweise darauf, dass

das Prinzip am KAG umgesetzt wird? [4]
(d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit durchlduft ein Schiiler, der in die Ober-
stufe eintritt, diese in drei Jahren? [4]

(e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit braucht ein Schiiler genau vier Jahre vom
Eintritt in die Oberstufe bis zum Abitur? [6]

(f) Existiert eine Grenzmatrix G von M* fiir k gegen Unendlich? Gib eine
moglichst prézise Antwort und mache sie plausibel. Ein strenger Nach-
weis ist nicht verlangt. [6+]

(g) Untersuche ¢ auf stabile Verteilungen. [16]

2. Stochastische Matrizen. Gegeben sei die Matrix

0.6 02 04

M =102 06 04

0.2 02 0.2
(a) Begriinde, dass M stochastische Matrix ist. 2]
(b) Bestimme einen Kandidaten fiir eine Grenzmatrix G von M*. [18]

Schreibe hin, warum wir sicher sind, dass hier M* gegen eine Grenzma-
trix G strebt, und gib an, was der Spaltenvektor g von G fiir die iibliche

—
o
~

Folge &, = M*#, bedeutet. [10]
(d) Wie grofi muss k mindestens sein, damit der Unterschied zweier Eintréige
einer beliebigen Zeile von M* garantiert hochstens 0.0001 ist? [8+]
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(e)

(f)

Zeichne die beiden Dreiecke, die durch die Einheitsvektoren und durch
die Spaltenvektoren von M gegeben sind, in ein Schaubild. Verwende

dabei die Matrix
P —10 0 10
-5 5 =5

zur Umrechnung der rdumlichen Koordinaten in die Koordinaten des
Kiistchensystems [Einheit dort: 1 Késtchen)]. [14]

Welche Rolle spielen die Dreiecke im Kontext der stochastischen Matri-
zen? [6]

3. Vermischtes

()

(b)
()
(d)

(e)

Berechne die Determinante der Matrix [4]
we (100
~15 —18
Berechne die Eigenwerte dieser Matrix M. [14]
Berechne einen Eigenvektor von M zum Eigenwert A = —1. [6]
Es seien v; bzw. v, Eigenvektoren einer Matrix A zu den Eigenwerten
A1 =1und Ny = f%, und es sei Zy = ¥ + V3. Berechne A%y und gib den
Grenzvektor fiir k gegen Unendlich von A*Z) an. [12]

Es seien A(1] —2|3) und B(—1|3| — 1) zwei Raumpunkte und V := (&,b)
das Erzeugnis ihrer Ortsvektoren.

i. Was ist V' geometrisch? 3]

ii. Bestimme

Vi, = {ZeR¥|Zx0=0 firalledecV}

und deute V| geometrisch. [10]
iii. Der Vektor b soll durch einen anderen erzeugenden Vektor b’ von V

ersetzt werden, der zu @ orthogonal ist. Finde so ein b’. [10]
Ein System ;, s, ..., ¥, sei linear unabhingig. Was bedeutet das im
Kern? [Schreibe jetzt nicht die formale Definition aus der Formelsamm-
lung ab, die will ich hier nicht.] [4]
Begriinde durch Riickgriff auf die formale Definition, dass ein System
U1, Vs, . . ., Uy, paarweise orthogonaler Vektoren des R™, von denen keiner
der Nullvektor ist, linear unabhéngig ist. [8+]
Schliellich: Berechne

™
/ xsin(bz) dx
0
und erldutere in ein paar Zeilen, was das Integral in dieser Klausur zu

suchen hat. [Hinweis: Wenn du nur einen Taschenrechnerwert fiir das
Integral anbringst, bekommst du nicht die volle Punktzahl] [16+]
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13 Riickblick: Lineare Unabhingigkeit

Eure Klausuren zeigten mir, dass wir uns diesen schwierigen Begriff noch einmal
vornehmen sollten!

Man sagt zwar, Vektoren seien linear unabhéngig, aber lineare Unabhéngigkeit
ist eigentlich eine Eigenschaft, die nur ein System

d1,dz,...,0n (47)
von Vektoren haben kann. Das Erzeugnis
V = (d1,da,...,dn)

ist die Menge aller Linearkombination der dj, und das System ds, ds, . .., d, bildet
ein Erzeugendensystem des Erzeugnisses V. Das Erzeugnis eines einzelnen Vektors
# 0 ist geometrisch so etwas wie eine Gerade, und so weiter, das kennst du ja.

Manchmal enthélt das Erzeugendensystem iiberfliissige Vektoren; man kann sie
weglassen, ohne dass das Erzeugnis kleiner wird, weil man sie als Linearkombina-
tionen der iibrigen dj schreiben kann. Wie gesagt, das Erzeugnis bleibt unveréndert,
wenn man iiberfliissige Vektoren weglisst, das Erzeugendensystem wird natiirlich
kleiner.

Ein Erzeugendensystem ohne iiberfliissige Vektoren heiffit minimales Erzeugen-
densystem oder Basis von V, und die Anzahl der Vektoren des Systems ist die
Dimension dim(V') des Erzeugnisses. Je zwei minimale Erzeugendensysteme von V'

haben die gleiche Anzahl von Vektoren, eben dim(V') Stiick.

Das ist die inhaltliche Seite des Begriffs, und mit dem kamt ihr halbwegs klar.
Schwieriger ist die formale Seite. Wenn man fiir ein gegebenes Vektorsystem wie in
(47) iiberpriifen will, ob es linear unabhéingig ist, bildet man eine Linearkombination
der Vektoren des Systems und setzt sie gleich dem Nullvektor:

—

ria; +redo+ ... +rpd, = 0
Diese Gleichung darf nur erfiillt sein, wenn 71 = ro = ... =1, = 0 ist. Es muss
also gelten:*”
T161+T262+...+Tn6n:6 — rn=ro=...=1r, =0 (48)

Das Zeichen = bedeutet: Wenn das vor dem Zeichen gilt, muss zwingend auch das
gelten, was hinter dem Zeichen steht. Wer das Zeug aus der Zeile (48) hinschreibt
und das Zeichen = weglésst oder dafiir ein ,und“ schreibt, hat das Wesentliche
der Angelegenheit iiberhaupt nicht verstanden und liefle besser die Finger davon,
das muss ich euch ganz deutlich sagen.

Zur Einiibung des Begriffes stellen wir jetzt noch etwas damit an und ernten
nebenbei noch etwas Neues. Und zwar wollen wir davon ausgehen, dass es sich bei
dem System ds,ds,...,d, um ein System linear unabhingiger Vektoren des R"™
handelt. Dann ist

A = (d1,dz,...,0d,)

eine n x n-Matrix mit linear unabhéngigen Spaltenvektoren.

47TOft wird dieses Kriterium als Definition der linearen Unabhingigkeit verwandt.
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1. Dass das Vektorsystem a1, ds,...,d, linear unabhingig ist, heifft nun, dass
die Gleichung

T161+7’262+...+7’n6n == 6
nur die Lésung r; = r9 = ... = r, = 0 hat, und das heiflt, dass das homogene
LGS
A = 0

nur die Losung 7 = 0 hat, und das heift wiederum, dass man bei der Losung
des LGS links eine vollstdndige Treppenform erhélt.

2. Letzteres hat zur Folge, dass jedes der n inhomogenen LGS

AZ = €
je genau eine Losung I_;k hat fir £ = 1,2,...,n. Es gibt somit Vektoren
b1,ba,...,b, so, dass Aby = € ist fir £k = 1,2,...,n, und diese by sind
eindeutig bestimmt.
3. Wir wollen nachweisen, dass das System 51, 52, . ,gn linear unabhéngig ist.

Wie geht das? Wir setzen eine Linearkombination der by gleich dem Nullvek-
tor: ~ ~ .
51b1+52b2+...+8nbn =0

und miissen nun zeigen, dass zwingend alle s = 0 sind. Dazu wenden wir die
Matrix A auf beide Seiten der Gleichung an. Aus der linken Seite wird

A(Slgl + 8252 + ...+ Sngn) = SlAgl + SQAgQ + ...+ SnAgn

= 81€1 + S9€2 + ...+ $,€n

S1

52

Sn
Da auf der rechten Seite A0 steht, also 0, folgt s1 = s9=... =5, =0, und
damit ist die lineare Unabhingigkeit des Systems b1, bs, . .., b, nachgewiesen.
4. Folglich ist B = (51, ba, ... ,l;n) eine n X n—Matrix mit linear unabhéngigen
Spaltenvektoren, und wenn wir mit dieser neuen Matrix das Gleiche anstellen
wie vorhin mit A, erhalten wir eine weitere Matrix C' = (¢, ¢, ..., C,) mit

Bey=¢é, firk=1,2,...,n.

5. Fassen wir zusammen: Zu unserer Matrix A haben wir eine Matrix B gefunden,
fiir die

AB = A(by,bs,...,bn) = (Aby, Abs,..., Aby) = (&1,6,...En)
die n x n—Einheitsmatrix F,, ist. Genauso ist BC' = F,,.
6. Jetzt wollen wir den Sack zubinden und die Ernte einfahren. Es ist einerseits
ABC = (AB)C = E,C = C

und andererseits

ABC = A(BC) = AE, = A ,
folglich gilt A = C.
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Man muss nun nicht mehr viel tun, damit dieser Satz bewiesen ist:

23 Satz
Es sei A eine quadratische Matrix mit linear unabhédngigen Spaltenvektoren. Dann
gibt es genau eine Matrix A™!, fiir die

AAT ' =A"TA=E

die Einheitsmatrix E der Gréfie von A ergibt. Man nennt A invertierbar und A~!
die inverse Matrix von A.

Es ist allerdings eine miihselige Angelegenheit, inverse Matrizen per Hand aus-
zurechnen. In der Theorie ist A™! sehr niitzlich: Fiir eine quadratische Matrix A
mit linear unabhéngigen Spaltenvektoren — also ein invertierbares A — hat die Glei-
chung AZ = b die Losung & = A~1b. Bei den Kaferaufgaben ist manchmal nach
dem Zustand Z_; vor dem Startzustand o gefragt. Fiir invertierbares M ist dann
Z_1 = M~1'Z. Wenn du das M schon in den Taschenrechner eingegeben hast, hast
du auch Zugriff auf M~!. Nur gib Acht: Bei Zahlen darf man einfach teilen, bei
Matrizen musst du das M ~! von links auf Zy anwenden. Wenn du den Taschen-
rechner hier einsetzen willst, solltest du das allerdings besser nicht das erste Mal in
der Abiturklausur probieren!
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13.1 Technische Ubungen

1. Berechne die inverse Matrix zu

s 1 4
3 11
2. Rechne nach, dass

a ¢y (d —c\ _ [ad—bc 0
b d -b a 0 ad — be
gilt, und schliefle daraus, dass fir A := (§ g) mit det(A) # 0 die inverse

Matrix A~! einfach

-1

1 _ [a ¢ _ 1 d —c
4 <b d)  det(4) (—b a>

ist. [Leider gibt es fiir grofiere Matrizen nicht so eine einfache Regel]

)

(a) Berechne die Vektoren Z; und #_; fiir Zy = €).

3. Die Matrix

wlh W=

ist offensichtlich stochastisch.

(b) Begriinde, dass M* fiir k — oo gegen eine Grenzmatrix G strebt, und
berechne G.

(c) Berechne M ~!. Was kommt heraus, wenn man M ~! auf den Spaltenvek-
tor § von G anwendet?

4. Es sei A eine invertierbare quadratische Matrix und ¢ ein Eigenvektor von A
zum Eigenwert A # 0. Kannst du Eigenvektoren und Eigenwerte zu A~! und
zu A* angeben?

5. Berechne die inverse Matrix zu
D(a) = cos(a) —sin(a)
sin(o)  cos(«)
und {iberlege dir, was D(a) und D~!(a) geometrisch bedeuten.

6. Kann die inverse Matrix einer stochastischen Matrix wieder stochastisch sein?
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14 Riickblick: Kiferaufgaben

14.1 Noch einmal grob, um was es geht

Hiufig hat man folgende Konstellation: Der Zustand eines System nach k Zeitschrit-
ten wird durch einen Vektor Zj € R™ beschrieben. Nach einem Zeitschritt gilt ein
neuer Vektor Zj, 1, und der Wechsel wird durch eine feste n x n-Ubergangsmatrix
A kontrolliert:

Sowohl die Matrix A als auch die Zustandsvektoren ¥y sind nichtnegativ, das
heifdt, sémtliche Eintrége sind > 0.

Standardbeispiele.

1. In einer Stadt unterscheidet man drei Arten von Wetter, wir bezeichnen sie
einfach mit 1,2 und 3. Der Eintrag a;; der Ubergangsmatrix A gibt die (be-
dingte!) Wahrscheinlichkeit an, dass morgen das Wetter ¢ herrscht, wenn heute
das Wetter j ist.

2. Ein Autoverleiher hat drei Standorte, die wir auch wieder mit 1,2 und 3
bezeichnen. Der Eintrag a;; der Matrix gibt die (bedingte!) Wahrscheinlichkeit
an, dass ein Auto morgen am Standort 4 ist, wenn es sich heute am Standort
j befindet. Die Eintrige der Zustandsvektoren ) sind Erwartungswerte der
Anzahlen von Autos an den Standorten.

3. In einem Wolfsrudel unterscheidet man Welpen, Jungtiere und Alttiere. In
der ersten Zeile der Ubergangsmatrix stehen Erwartungswerte der Anzahlen
neuer Welpen, in den iibrigen Uberlebenswahrscheinlichkeiten. Die Eintrige
der Zj, sind (Erwartungswerte von) Anzahlen von Tieren.

14.2 Typische Eigenschaften von Ubergangsmatrizen

Es wurde schon gesagt, dass die Ubergangsmatrizen nichtnegativ sind. Hier sind
noch zwei Eigenschaften (V1) und (V2), die eine solche Matrix A haben kann:

(V1) Jeder der n Grundzusténde ist von jedem aus erreichbar. Formal: Zu jedem
der Einheitsvektoren €; € {€1,€5,...,€,} als Startvektor und zu jedem i €
{1,2,...,n} gibt es ein k so, dass der i—te Eintrag von Aké'j positiv ist.*8

(V2) Es gibt ein k so, dass alle Eintriige von A* positiv sind.*?

Anmerkung Aus (V2) folgt (V1): Ganz gleich, in welchem Grundzustand €
sich das System gerade befindet, kann es nach k& Schritten in jedem der n Grund-
zustinde sein. Falls A die Eigenschaft (V2) hat, sind spétestens ab k = n?—2n+2 al-
le Eintriige in A* positiv ([H], Bemerkung 1.18 auf S. 371). Diese Schranke brauchst
du dir nicht zu merken, nur, dass sie recht klein ist.

48Die Matrix A heifit dann irreduzibel. ([H], Def. 1.3 auf S. 352 und Hilfssatz 1.5 auf S.
353) [Zum Nachschlagen gebe ich hier an, wo man die Theorie professionell dargestellt findet:
Bertram Huppert, Angewandte Lineare Algebra, de Gruyter—Verlag, abgekiirzt mit [H]. Das Buch
ist allerdings nicht fiir Schiiler geschrieben]

49Die Matrix A heifft dann primitiv. Siehe [H], Def. 1.14 auf S. 368 und Satz 1.16 auf S. 371.
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14.3 Sammlung niitzlicher Aussagen der Theorie

Wir kénnen die meisten dieser Aussagen nicht mit vertretbarem Aufwand selbst
beweisen. Das ist misslich, aber nicht zu &ndern.

Entscheidend fiir die zeitliche Entwicklung des Prozesses sind die Eigenwerte
und Eigenvektoren der Matrix A, also Zahlen A € R und von 0 verschiedene
Vektoren & € R™ mit

AZ = AT .

Unter der Matrixabbildung & — AZ bleibt die von einem Eigenvektor & erzeugte
Gerade durch den Nullpunkt (als Ganzes) invariant. In den Anwendungsaufgaben,
mit denen du zu tun hast, geht es allermeistens nur um den Eigenwert A = 1, also
um Fixvektoren 7 # 0 mit AZ = 7.

In den Aussagen der Theorie, die jetzt folgen, spielt eine Kennzahl r(A) > 0
der Matrix A eine Rolle, das ist der sogenannte Spektralradius ([H], Def. 2.6 auf S.
80) . Du musst aber nicht genau wissen, was das ist, nur vielleicht, dass A keinen
(betragsmiBig) groBeren Eigenwert als (A) haben kann.

1. Fiir beliebige nichtnegative Matrizen gilt®°:

(a) Die Matrix A hat einen Eigenwert r(A) > 0, und zu dem gibt es einen
Eigenvektor & # 0, dessen Eintriige simtlich > 0 sind. [Das ist wichtig,
denn nur solche Vektoren kénnen wir brauchen]

(b) Dieses r(A) ist héchstens so grofi wie die grofite Zeilensumme von A.

2. Falls A die Eigenschaft (V1) hat, gilt zusétzlich®!:
(a) r(A) ist positiv,
(b) der Eigenraum zu r(A) ist eindimensional,

(c) und 7(A) ist der einzige reelle Eigenwert, der einen Fixvektor & # 0
besitzt, dessen sdmtliche Eintrdge > 0 sind,

3. Falls A sogar die Eigenschaft (V2) hat, gilt zusétzlich®?:
Es gibt eine Grenzmatrix G. Genauer:

_ = AF koo
r(A)k 4 ¢

Die Spaltenvektoren von G sind Eigenvektoren von A zum Eigenwert r(A).
[Hinweis: Fiir 7(A) = 1 steht da einfach A* k=0, G']

50[H], Satz 1.13 auf S. 367
51[H], Hauptsatz 1.8 von Perron, Frobenius und Wielandt, S. 356
52[H], Satz 1.15 auf S. 369
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15 Tims Fliacheninhaltsproblem

15.1 Das Problem

Wie du aus der Q1 weift, ist durch z = f(,y) eine Funktion f :R? — R gegeben.
Der Graph der Funktion ist die Menge der Raumpunkte (z|y|f(z,y)), wobei (z|y)
den Definitionsbereich von f in der xy—Ebene durchliduft. Den Definitonsbereich
nehmen wir hier der Einfachheit halber als das Rechteck der Punkte der xy—Ebene
an, deren z—Werte zwischen a und b und deren y—Werte zwischen ¢ und d liegen.

Bei einer gutartigen Funktion, und nur solche wollen wir betrachten, ist der
Funktionsgraph
{ (lylf(z,9)) |a <2 <b, c<y<d}

dann eine Fldche im Raum, und diese liegt ,,iiber“ dem Rechteck mit den Eckpunk-
ten (alc), (blc), (bld), (a|d) der xy—Ebene.

Abbildung 57: Graph einer Funktion f : R? — R. Der Definitionsbereich ist ein
Quadrat in der zy—Ebene, dessen Kanten parallel zu den Achsen sind.

Tim fragte vor vielen Tagen danach, wie man den Inhalt einer solchen Fléche
berechnet, und wir wissen nun genug, dass wir auf diese Frage mit vertretbarem
Aufwand eine Antwort geben kénnen.

Wie man im Prinzip vorgehen kann, hat Sjard mit diirren Worten umrissen: Man
unterteilt das Rechteck in der zy—Ebene in viele kleine Teilrechtecke, die so klein
sind, dass man die Flichenstiicke iiber diesen kleinen Rechtecken in guter Néherung
als Parallelogramme ansehen kann, berechnet deren Inhalte und addiert diese auf,
und man kann hoffen, so einen brauchbaren Nidherungswert fiir den Fldcheninhalt
zu bekommen. Das ist der Plan. Als erstes brauchen wir dafiir eine bequeme Formel
fiir den Inhalt eines Parallelogramms im Raum.

129



15.2 Der Inhalt eines Parallelogramms im Raum (1)

Ein Parallelogramm ABCD in der Ebene hat bekanntlich den Flécheninhalt
F = adsin(a)

Ein Parallelogramm im Raum, das von Vektoren ¢ und @ aufgespannt wird, hat
dementsprechend den Inhalt
F = |v] -] - sin(a) ;

dabei bezeichnet o den Winkel zwischen den Vektoren. Das ist klar, aber diese
Formel ist fiir unsere Zwecke nicht brauchbar. Wir bereiten sie in der folgenden
Weise auf:

F? = |7 |@]? - sin®(a)
= |01 @] - (1 — cos®(a))
B2 2 — (5 - [ - cos?(a)

= |o* - |[@]* — (7 + w)?

Daraus erhalten wir eine wunderbare Formel fiir den Inhalt F' des Parallelogramms,
das von Vektoren @, € R? aufgespannt wird:

F = \/(0%0) - (@ *w) — (0% w)2 (49)

In der Formel stehen nur die Vektoren, die das Parallelogramm aufspannen!
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15.3 Flicheninhalt eines Parallelogramms im Raum (2)

Die schone Formel fiir den Inhalt eines Parallelogramms, das von zwei Vektoren
¥, % € R? aufgespannt wird, kénnen wir auch mit unseren Methoden bekommen.

-
-

Abbildung 58: Der Inhalt des von ¢ und @ aufgespannten Parallelogramms ist |0]-|]

Wir bilden einen neuen Vektor @, der zu ¢ orthogonal ist, indem wir zu w
ein geeignetes Vielfaches von ¢ addieren. Die Lénge von # ist dann die Hohe des
Parallelogramms, sein Inhalt folglich || - |7).

Sowas haben wir schon oft gemacht. Damit © = W+ r¥ zu ¢ orthogonal ist, muss
(B+r0)«0 = 0

sein, und daraus folgt nach kurzer Rechnung

S

*

g

<y
<y

ES

Wir berechnen die Lange von 4.

@] = vVaxu

Um den Inhalt F' des Parallelogramms zu erhalten, multiplizieren wir mit |0] =
VU x U. Die Wurzeln zusammenfassen und mit ¢ * ¢ kiirzen, dann steht da wieder

unsere Formel
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15.4 Zum Inhalt eines kleinen Teilstiicks der Fliache

Wir betrachten nun ein kleines Rechteck der zy—Ebene, das im Definitionsbereich
liegt. Seine Eckpunkte seien

(z]y), (z + Azly), (x + Azly + Ay), (z]y + Ay)

mit kleinen positiven Zahlen Az und Ay. Wir fragen nach dem Inhalt des rdumli-
chen Parallelogramms mit den Eckpunkten

(ylf(z,y)), (x+ Azly|f(z+ Az,y)) und (z|y + Ay|f(z,y + Ay)) ,

es wird von den Vektoren

Az 0
DES 0 und W = Ay (50)

aufgespannt.®® Nun ist bei festem y durch

g: t— f(t,y)

eine gewohnliche Funktion ¢g : R — R gegeben. Du siehst ihren Graphen, wenn du
die Schnittkurve des Graphen von f mit der Ebene durch P(z|y|f(x,y)) betrachtest,
die parallel zur zz—Ebene verlduft.>* Mit Hilfe von g kénen wir die z~Komponente
von U berechnen. Wir erhalten dafiir

[+ Azyy) - f(z,y) = gla+Ax) —g(z) = ¢ (x)Az .

Abbildung 59: Schnittkurven der Fldche mit Ebenen parallel zur xz— bzw. der yz—
Ebene

Man bekommt hier ¢’(z), indem man den Term f(x,y) nach = ableitet und
dabei y als Konstante ansieht — du kennst so etwas von Kurvenscharen her. Solche

53Der Flichenpunkt iiber (z + Az|y + Ay) liegt gewohnlich nicht in der Ebene des Parallelo-
gramms, den verwenden wir nicht.

54 Als wir das Volumen des Korpers berechnet haben, der nach oben durch den Graphen von f
begrenzt wurde, oder das Volumen eines Kartoffelkérpers, haben wir schon oft die Schnittflichen
des Korpers mit solchen Ebenen betrachtet. Hier geht es jetzt nicht um die Schnittfliche, sondern
nur um die Schnittkurve der Ebene mit dem Graphen von f.
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Ableitungen einer Funktion zweier Verénderlicher nach einer der Variablen, bei der
man die andere als konstant ansieht, nennt man partielle Ableitungen, man hat
dafiir die hiibschen Symbole

0] 0
L) wa ) 61)

Wenn beispielsweise

1 3
flz,y) = 2+ ey + y° +1
ist, ist
3] 1 0 1
a—i(m,y) = 2$+§y und a—ch(ac,y) = §x+3y )

Du musst dich sicher etwas an den Formalismus gew6hnen, aber schwer ist das
eigentlich nicht.

15.5 Formel fiir den Inhalt eines Ndherungsparallelogramms

Mit dem neuen Werkzeug erhalten wir fiir die Vektoren ¢ und @ aus Gleichung (50),
die das betrachtete Parallelogramm aufspannen,

Ax 1
v = 0 = Az
L (w,y)Ax L(z.y)
und entsprechend
0
w = Ay 1
L(z,y)

Wir berechnen damit

U *x

T = (Ay)? (1 + (a—z(ﬂc,y))2> sowie

we = ot (Lew) -(Len)

S

I

>
&

()
VR
—

+
/~
(o5) Q3|Q3
SHAY
B
s
N~
()
~

und das ergibt nach etwas Rechnung fiir das Quadrat F? des Flicheninhalts F' den
Term

F? = (U 0) (0 % @) — (7% 0)?

oo (1 (o) (Lien))

Fiir den Inhalt des kleinen Parallelogramms erhalten wir nun den eindrucksvollen

Term
F = (Ax)(Aw\/H (%<z,y>)2+ <Z—§(y>) . (52)
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Abbildung 60: Fliachenstiicke iiber zwei Quadraten der xy—Ebene. Die linke untere
Ecke stimmt bei beiden iiberein, die Kantenléinge des Quadrats im rechten Bild
betrégt % der des Quadrats im linken Bild. Dargestellt sind jeweils das Flichenstiick
iiber dem Quadrat und das Parallelogramm, mit dem oben gerechnet wurde. Man
sieht deutlich, wie die Abweichung des Parallelogramms vom Fléichenstiicks bei der
Verkleinerung der Kantenldnge abnimmt — die Ndherung wird besser.

15.6 Eine Formel fiir den Inhalt der Fliche

Wir teilen die Intervalle [a,b] und ¢, d] jeweils in Teile gleicher Grofie Az = L(b—a)
bzw. Ay = L (d — ¢) ein. So entstehen nm kleine Rechtecke. Das j—te Rechteck von
links in der i—ten Zeile von unten hat links unten die Ecke (z;|y;) mit

zj=a+(—-1)Az und y;=c+(—-1)Ay firj=1,2,...nundi=1,2,....m,

und der Inhalt des zugehorigen Parallelogramms ist nach Gleichung (52)

Fy; = (Ax)(Ay)\/lJr <%(zj,yi))2+ <g—£(xj,yi)>2 ,

Summieren wir alle Inhalte auf, ergibt das

oo S5 i (L) + (L)

i=0 j=0

und wenn wir n und m gegen Unendlich laufen lassen, wird daraus das Integral

/ab /Cd \/1 + <%(x,y)>2 + <g—£(x,y)>2dydz : (53)

und das sollte den Wert des Fliacheninhalts liefern. Das Integral im konkreten Fall
auszurechnen, ist freilich noch ein Problem fiir sich.
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15.7 Ein konkretes Beispiel
Wir betrachten die Funktion f mit

1 3
fley) = a®+ Jay+ Jy° +1
und fragen nach dem Inhalt des Stiicks des Graphen der Funktion, das iiber dem
Einheitsquadrat der zy—Ebene liegt. Die Abbildungen in diesem Kapitel wurden
iibrigens alle mit dieser Beispielfunktion und diesem Definitionsbereich erstellt, und
die partiellen Ableitungen wurden auch schon berechnet:

of . .1 of . 1
Ge(ey) =20t 5y md S(ry) = go 3y

Wir teilen den Definitionsbereich sowohl in x— als auch in y—Richtung in n =4
Teile gleicher Grofle ein, das ergibt dieses Bild:

y 1.0

0.5

0.0
0.0 05 1.0

In unserer Herleitung haben wir in jedem Teilrechteck des Definitionsbereichs
den Eckpunkt (x;|y;) links unten gew#hlt und den Inhalt des Parallelogramms im
Raum berechnet, das von den Vektoren

1 1
7= (Ax) 0 und @ = (Ay) 0
2]
5L (@i, ;) L (i, ;)

aufgespannt wird. Sein Inhalt ist nach Gleichung (52) auf Seite 133

1 1\ /1 2
e\ 1T (2xitgui) +(3%+3y

Wir lassen uns von MuPAD die Inhalte aller 16 Parallelogramme aufsummieren
und erhalten als Naherungswert fiir den gesuchten Flicheninhalt

55

2.047294097 .

Der exakte Wert ist das Integral in Gleichung (53) auf Seite 134. Ich kiindigte schon
an, dass das nicht so leicht auszurechnen ist, nicht einmal fiir unser harmloses f.
Tatséchlich kapituliert auch MuPAD, wenn man nach dem exakten Wert fragt, aber
mit numerischen Methoden ermittelt das Programm als Flacheninhalt

2.468831573 .

55Sjehe timR.mn
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Wenn uns unser Ndherungswert nicht gut genug ist, kénnen wir die Einteilung
deutlich feiner machen — oder die Punkte (x;|y;) geschickter wéhlen. Jeder Punkt
des Definitionsbereichs liefert ja ein Paar ¢, von Vektoren, und es ist nicht sehr
schlau, einen Eckpunkt eines kleinen Quadrates als typischen Stellvertreter fiir alle
Punkte des Quadrates zu wihlen. Besser nimmt man den Punkt im Zentrum! Fiir
diese Wahl der Stiitzpunkte liefert MuPAD den passablen N#éherungswert

2.468831573

das ist doch ein schoner Wert fiir nur sechzehn Teilquadrate.

05 05

0.0 0.0
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Abbildung 61: Gew#hlte Stiitzpunkte in den kleinen Quadraten: Ecke links unten
im linken Bild, im Zentrum im rechten Bild

An dem Beispiel siehst du etwas sehr Typisches: Fiir die Theorie ist ziemlich egal,
welche Punkte man als Stiitzpunkte nimmt — die Summe konvergiert bei jeder Wahl
der Stiitzpunkte gegen das Integral. Die Giite der N&herungswerte jedoch hingt
sehr wohl von einer klugen Wahl der Stiitzpunkte ab. So etwas hast du auch schon
gesehen, als wir Ndherungswerte fiir Integrale mit Hilfe Riemannscher Summen
ausgerechnet haben; da kann man die Stiitzstellen geschickt oder weniger geschickt
wéhlen.

Wenn du magst, kannst du ein Beispiel rechnen: Nimm als Fliche die Ebene
mit der Gleichung —x — 2y — 3z = 0 und berechne den Inhalt des Flidchenstiicks
iiber dem Einheitsquadrat elementar und mit dem neuen Werkzeug. Es sollte ja das
Gleiche herauskommen. — Ansonsten sind wir am Ende mit der Behandlung von
Tims Problem. Du sollst noch eine weitere Perle sehen, die man nicht vor die Saue
wirft.
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16 Komplexe Zahlen
16.1 Einfiihrung

Es macht dir keinerlei Schwierigkeiten, die Gleichungen
t+7 =0 bzw. 2°-2 =0

zu 16sen. Das war nicht immer so in der Geschichte der Mathematik: Man hat
lange gebraucht, bis man negative Zahlen als Zahlen akzeptierte, und was die zweite
Gleichung angeht, hat schon Euklid bewiesen, dass es keine Zahl gibt, deren Quadrat
2 ist: Zahlen waren fiir Euklid Verhiltnisse natiirlicher Zahlen, also Briiche, und v/2
lasst sich nicht als Bruch schreiben.

Du bist mit negativen Zahlen und mit Wurzeln wohlvertraut, und du kennst
sogar Zahlen wie e und 7, die sind noch viel kritischer als Wurzeln. Dein Zah-
lenvorrat R ist fiir dich insofern unproblematisch, als du ja die Zahlengerade vor
Augen hast: zu jedem Punkt der Zahlengeraden gehort fiir dich genau eine Zahl.
Auch zu —3,v/2 und zu 7 kannst du Punkte auf der Zahlengeraden angeben: Auf
einer Geraden markierst du zwei Punkte und schreibst 0 und 1 daran. Wenn du die
Strecke immer wieder abtrégst, bekommst du Punkte zu den ganzen Zahlen. Fiir
V2 errichtest du ein Quadrat auf der Strecke von 0 bis 1 und tréagst mit dem Zirkel
die Diagonale ab, und © bekommst du, wenn du einen Kreis mit dem Radius 1, der
die Gerade bei 0 beriihrt, auf der Geraden halb abrollst.

Abbildung 62: Die Zahlengerade mit einigen Punkten

So weit, so gut. Dann nehmen wir uns eine neue Gleichung vor:
241 =0 (54)

Aus dem Unterricht kennst du die folgende Argumention: x? ist stets > 0, also
ist 22 + 1 > 1, die Gleichung (54) hat keine Lésung. Das stimmt auch so, fiir
alle Zahlen der Zahlengeraden ist die Argumentation in Ordnung. Euklid hatte
auch bewiesen, dass das Quadrat keiner seiner Zahlen 2 sein kann, aber wir kennen
eine Losung der Gleichung 22 = 2. Was machen wir anders? Wir finden einen
Punkt der Zahlengeraden, dessen Abstand von 0 so grof ist wie die Diagonale des
Einheitsquadrates, und ein Quadrat, das diese Diagonale als Kante hat, hat den
Inhalt 2, wie diese Abbildung zeigt:
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An den so gefundenen Punkt der Zahlengeraden schreiben wir das Symbol v/2;
damit wurde quasi eine neue Zahl eingefiihrt, die das Quadrat 2 hat und die somit
eine Losung der Gleichung ist. Wie, wenn wir das bei der neuen Gleichung ganz
genauso machen? Wir nehmen ein Symbol, meinetwegen ¢, und sagen, das sei nun
eine neue Zahl, und deren Quadrat sei —1 und die Zahl sei somit eine Losung
der Gleichung (54). So ganz wohl wire dir sicher nicht dabei, und das mag auch
daher kommen, dass diese neue Zahl keinesfalls zu einem Punkt der Zahlengeraden
gehoren kann, denn an deren Punkten stehen reelle Zahlen, und deren Quadrate
sind niemals negativ.

Wohl war den Leuten frither auch nicht, aber sie gingen mit diesen ,,imaginéren*
(d. h. unwirklichen) GréBien um, weil sie damit zu Losungen realer Probleme kamen.
Man hatte damals eine Losungsformel fiir Gleichungen dritten Grades, und wenn
man die anwandte, bekam man es oft mit quadratischen Gleichungen zu tun, die
keine Losung hatten, wie etwa

2 +2x+10=0 .

Nach der pg—Formel ist
= —-1++v/1-10 = -1£+v/-9 ,

und das ist erst einmal ein sinnloser Ausdruck. Machte man aber daraus mit dem
geheimnisvollen ¢

—1+v-9 = -1+£3

und rechnete damit weiter, konnte man zu ordentlichen reellen Losungen der Glei-
chung dritten Grades kommen, und diesen Gewinn wollte man nicht preisgeben.

Wie ging man mit dem ¢ praktisch um? Wenn es eine Zahl sein sollte, musste
man ¢ mit gewdhnlichen reellen Zahlen multiplizieren kénnen, das gibt Terme der
Form bi, und reelle Zahlen dazu addieren kénnen, dann ist man bei Konstrukten
der Form a + bi. Addiert oder multipliziert man zwei Terme dieser Art nach den
iiblichen Rechengesetzen fiir reelle Zahlen, gibt dies wieder einen solchen; also ist
die Menge

C := {a+bila,beR} (55)

in gewisser Weise eine abgeschlossene Zahlenmenge, so wie das Erzeugnis von Vek-
toren abgeschlossen ist bei Summen— und Vielfachenbildung. — In dieser Menge C
sollst du nun erst einmal ein wenig rechnen.

Aufgaben
1. Berechne fiir « = 3 4+ 44 und 8 = 2 — 8i die Terme o + 3, « — 8 und af3.
2. Berechne allgemein (a + bi)(c + di).
Lose die Gleichung x2 + 6z 4+ 13 = 0 und mache die Probe.
Berechne (a + bi)(a — bi) fiir a + bi € C.

ek W

Die Zahlen 0 = 0 + 07 und 1 = 1 + 07 sind auch in C die Null und die Eins.
Klar?

6. Falls ¢ und b nicht beide Null sind, ist

, a b ,
(a+bl)'<a2+b2a2+b2'l> =

Somit hat jedes von 0 verschiedene o € C einen Kehrwert.
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7. Aus a + bi = ¢+ di folgt a — ¢ = (d — b)i. Wire b # d, kénnte man durch
b — d dividieren, und dann wire i eine reelle Zahl, was nicht geht. Also kann
a + bi = ¢+ di nur dann gelten, wenn a = ¢ und b = d ist. Auch klar?

16.2 Die Zahlenebene

Die neuen Objekte aus der Menge C verloren ihren Nimbus des Unwirklichen zu
einem erheblichen Teil, als man lernte, sie geometrisch zu veranschaulichen. Was
man sehen kann, ist nicht mehr unwirklich! Aus heutiger Sicht ist die Veranschau-
lichung so einfach und naheliegend, dass man sich wundert, dass sich Leute frither
so schwer damit taten. Das Objekt a + b ist durch die Zahlen a und b bestimmt.
Man darf sie nicht vertauschen, a + bi ist im Allgemeinen nicht dassselbe wir b+ ia.
Nun, zwei reelle Zahlen a und b, bei denen es auf die Reihenfolge ankommt, bilden
ein Zahlenpaar (a,b), und das kann man in natiirlicher Weise als Koordinatenpaar
eines Punktes ansehen — das wire dann (a|b) — oder als Vektor (§) € R?:

(a,b) +— (alb) +— (‘;)

(a,b) a=a+bi
1.51

()

-0.5 1

-1.54

Abbildung 63: Darstellung von C in der Ebene

Die Addition in C geschieht komponentenweise, ist also nichts anderes als die
gewohnliche Vektoraddition im R?, und das ist nur die erste Einsicht, die wir durch
die Einfithrung der Zahlenebene gewinnen.

Schauen wir uns nun an, was es mit der Multplikation in C auf sich hat. Dazu
halten wir eine Zahl o = a+ bi fest und betrachten die Abbildung 8 — «f, die jeder
komplexen Zahl® 3 = x + yi ihr Produkt mit a zuordnet. Das Bild von 8 = z + yi
ist

af = (a+bi)(z+yi) = ar —by+ (ay + dbx)i .

Wir schreiben das um in eine Abbildung von Spaltenvektoren:

() = () - (0

56Ich habe es bisher nicht offenausgesprochen, aber, in der Tat, die Elemente von C sind die
komplexen Zahlen.
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Die Abbildung 8 +— af ist eine einfache Matrixabbildung! Und Matrizen dieser
Bauart kennen wir auch: so dhnlich sehen Drehmatrizen aus. Eine Drehung um den
Nullpunkt um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn hat die Matrix

cos(p) —sin(p)

sin(p)  cos(p) ’
der Vektor &) geht auf den Ortsvektor des Punktes (cos(y)|sin(¢)) des Einheits-
kreises.

Y
a=a+bi
151
L (a+bi)
o)y = ———a 1
0.51 0 Va2 + b?
0.5 15 2 25 3 35

-1.54

Abbildung 64: Zur Wirkung von 8 — af

Die Abbildung £ +— «af bildet 1 = 1+ 07 auf « ab, und das kénnen wir bequem
nachbauen. Wir drehen erst so, dass der Punkt (1]/0) auf den Schnittpunkt des
Strahls von (0|0) durch (a|b) mit dem Einheitskreis kommt — der Drehwinkel ist
also der Winkel, um den man die positive z—Achse gegen den Uhrzeigersinn drehen
muss, damit sie durch den Punkt (a|b) zu « geht — und strecken dann so, dass
dieser Punkt auf (a|b) kommt. Der Streckfaktor ist der Betrag des Vektors (§ ), also
Vva? + b2. Die Matrizen zu diesen Abbildungen sind

a b
a2 +b2 T Va2+b2 und vV a? + b2 0
L “ 0 Va2 +b?

a‘2+b2 a2+b2

und in der Tat ist

a b
vV a? + b2 0 @21 b2 - a2+ b2 _ a —b 1
0 Va2 + b2 b b a

112+b2 112+b2
Die Abbildung 8 — «af ist eine Drehstreckung der Ebene um den Nullpunkt.

Aufgaben

1. Zur komplexen Zahl o = a+bi gehort die konjugiert komplexe Zahl & := a—bi.
In welcher Beziehung stehen o und @ geometrisch zu einander?

2. Man setzt |af :== v/aa@. In welchem Zusammenhang steht das zu den Dingen,
die du kennst?

3. Berechne (z — a)(x — @).
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16.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Bei den meisten unserer Funktionen kénnten wir bei dem Term f(z) fiir « auch eine
komplexe Zahl z einsetzen, dann ist f(z) wieder eine komplexe Zahl. Freilich haben
wir es nun mit einer neuen Funktion zu tun! Das siehst du spétestens dann, wenn
du nach dem Graphen fragst. Das Argument z durchlduft ja eine ganze Ebene,
und das f(z) kann wieder eine ganze Ebene durchlaufen. Man braucht also zwei
Zahlenebenen, eine fiir das z, eine fiir das f(z). Man studiert solche Funktionen
und ihre Eigenschaften in einer reichen und reizvollen mathematischen Theorie,
der Funktionentheorie. Leider kénnen wir uns damit nicht befassen, weil ihr andere
Pléne fiir die néhere Zukunft habt, aber einen kleinen Splitter will ich euch doch
zeigen. Und zwar will ich mir mit euch anschauen, was wohl

eZ

sein mag fiir eine komplexe Zahl z.

Wir beschrénken uns auf den Fall z = it fiir ¢t € R, die komplexe Zahl z liegt
dann auf der y—Achse unserer Zahlenebene, der sogenannten imaginéren Achse. Was
also mag

e’ , teR

bedeuten? Mit dem gewchnlichen Potenzbegriff — abgekiirzte Schreibweise fiir ein
Produkt gleicher Faktoren — kommt man nicht weiter. Aber wir haben ja unsere
Reihenentwicklung der e-Funktion:

o0
=2
k=0

Wenn wir da das x durch it ersetzen, steht auf der rechten Seite eine Summe klar
definierter Terme

| —

k
x
!

o

%(zt)k %iktk
Was ist i*? Bilden wir diesen Ausdruck fiir k = 0, 1,2, 3,4, . . ., ergibt das Folgendes:
i'=1
it =i
it =—1
i =% =—i
A= (%2 = (-1)2 =1
PP =iti=1-i=1
S =it?=1.2=-1

Das Muster ist klar, bei £ = 4 geht es wieder von vorn los, dementsprechend auch
wieder bei k = 8, k = 12, und so weiter. Man kann das formal sauber aufschreiben:
Jede natiirliche Zahl k£ kann man in der Form

k=4j+r mitje€Zundre{0,1,2,3}
schreiben, das ist Division durch vier mit Rest. Und dann ist

i = VET = A = (YT = 10T =0T
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Du magst dich beschweren, dass hier zu kleinlich gerechnet wurde. Will man wirk-
lich sorgfiltig arbeiten, muss man noch viel kleinlicher vorgehen. Wir wenden ein-
fach unsere bekannten Rechenregeln an, ohne grofl nach der Berechtigung dafiir zu
fragen, und es wére auch auflerordentlich zeitraubend und frustrierend, hier ganz
sauber zu arbeiten. Das haben Generationen von Mathematikern fiir uns erledigt,
ich kenne die Friichte ihrer Arbeit und weif, was geht und was nicht, und ich nehme
euch an die Hand und fiithre euch durch den Garten und zeige euch nur die schénen
Sachen ...

Hier geht es nun so weiter:
oo

- 1 1 1 1 1

it _ Lok ot L. Lt Los

e —kg_o k!(zt) =141t 2t 3!zt+4!t 5!zt + ...

Ihr hattet die Idee, die i—freien Terme und die i—haltigen Terme jeweils fiir sich
aufzusummieren. Das gibt dann:

: 1 1 1 1 1
it ottt Los . 43 4 — 45
e’ = <1 2t +4!t G!t + > + <t S!t +5!t >
- 1 - 1
= 1)k 2k . )T g2kt
kzzo( ) @h) o kzzo( UNCTE
= cos(t) + i - sin(t)

Wer hitte das gedacht! Es gilt

e = cos(t) +isin(t) firtcR! (56)

Mit diesem neuen Ergebnis schauen wir noch einmal auf die Abbildung 64 auf
Seite 140. Da ist eine Zahl o = a + bi € C, dazu gehort eine Zahl o auf dem
Einheitskreis. Setzen wir r := va? + b2 und bezeichen wir den Winkel, den der
Strahl vom Nullpunkt durch o mit der positiven z—Achse bildet, mit ¢, gilt

a = r(cos(p) +isin(p)) = re |

freilich muss man ¢ dazu im Bogenmafl messen. Man kann also jede komplexe Zahl
in der Form _

re't
schreiben, dabei ist r der Abstand der Zahl vom Nullpunkt, also der Betrag der
Zahl. Das t steht fiir den Winkel, von dem eben die Rede war; freilich ist er nicht

eindeutig bestimmt, weil
pilt+ham) it

ist fiir ganze Zahlen k. Dies wirft eine neues Licht auf unser Versténdnis der Mul-
tiplikation komplexer Zahlen:

ty i(t1+t2)

arae = ettt crgett? = rirge

Die Betrége der Faktoren werden multipliziert, die Winkel addiert. Das hétte man
auch schon mit Hilfe unserer Matrizen sehen konnen, aber hier kommt es noch
einmal heraus.

Aufgabe. Berechne die fehlende Zahl in ¢!™ +1 = O . Du hast dann eine
Gleichung vor dir, die fiinf zentrale Gréflen der Mathematik enthélt!
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16.4 Eine Anwendung zum Abschluss

Ein Gewicht héngt an einer Schraubenfeder von der Decke. Lenkt man es aus,
bewegt es sich auf einer vertikalen Geraden auf und ab. Wir versehen die Gerade
mit einer Skala; an der Stelle, an der sich das Gewicht befindet, wenn es in Ruhe
ist, steht natiirlich der Wert 0. Die Grofle der Léngeneinheit spielt keine Rolle,
iiberhaupt wollen wir uns nicht unnotig mit physikalischen Einzelheiten belasten.
Wir lenken das Gewicht aus und lassen es los, dann bewegt sich ein Punkt P auf
der Geraden, und er befinde sich zur Zeit ¢ in der Hohe y(t).

Abbildung 65: Ein Gewicht an einer Schraubenfeder

Die Ableitung

v = L)

von y(t) nach der Zeit ist die Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit ¢. Diese Ge-
schwindigkeit &ndert sich mit der Zeit sténdig, weil Krifte auf den Punkt wirken.
Die momentane Anderungsrate

dy’
dt

" d2y
v = Lo = =
ist — bis auf ldstige Konstante — die Resultierende dieser Kréfte. Zum einen wirkt
die Federkraft auf das Gewicht, zum anderen eine Reibungskraft, meinetwegen der
Luftwiderstand, denn nach einiger Zeit kommt der Punkt zur Ruhe. Die Federkraft
ist nach oben gerichtet, wenn sich das Gewicht unterhalb der Nullmarke befindet,
und sie ist um so grofler, je grofier der Betrag der Auslenkung ist. Der Luftwiderstand
ist immer der Geschwindigkeit entgegen gerichtet und um so grofler, je schneller sich

das Gewicht bewegt.

Die Mechanik lehrt, dass die Funktion y = y(t) zu jedem Zeitpunkt ¢ die Glei-
chung

y'(t) = —y'(t) —y(t)

erfiillen muss, die in der Physik auftretenden Konstanten habe ich dabei wegge-
schafft. Ublicherweise ldsst man das Argument ¢ weg, dann hat man

"

y' = —y' —y bzw. ¢y +9y +y =0 (57)

vor sich. Eine solche Gleichung heifit Differentialgleichung, und man sucht eine
Funktion y(t), die diese Gleichung lost. Ist dir klar, was das heifft? Setzt man y(t)
ein, muss die Gleichung aufgehen. Probiert man das mit y(¢) = t2, erhélt man

2 = —2t—t*

143



und das ist sicher nicht fiir alle ¢ richtig, somit ist y(t) = t? keine Losung der
Differentialgleichung. Natiirlich ginge y(t) = 0 fiir alle ¢, dann ist und bleibt das
Gewicht halt in Ruhe.

Eine géangige Methode, eine Differentialgleichung zu 16sen, geht so: Man nimmt
einen interessanten Kandidaten — einen solchen zu finden, ist Sache des Gespiirs
des Bearbeiters — der einen Parameter enthélt, und versucht den Parameter so
einzustellen, dass die Sache aufgeht. Unser Kandidat ist

y(t) = N,
das X ist der Stellparameter. Setzen wir den Kandidaten ein, erhalten wir
)\QeAt — _)\e)\t _ eAt

Da e* nie Null wird, kénnen wir es wegdividieren, das liefert eine quadratische
Gleichung fiir A:
MEX+1 =0

Leider steht in der Wurzel der pg—Formel etwas Negatives, aber das schreckt uns
nun nicht mehr. Wir rechnen kess damit weiter und erhalten

1 /1 1 [ 3 1 1 .

Ja nun, da steht etwas, aber fiihrt das zu Losungen der Gleichung? Die sihen so
aus:

y(t) e e(_%i%\/gl)t — e_%t.ei%\/g'it

_ (o (1505.1) 5 (115.4))

Es sind zwei Losungen. Wir schreiben sie hin®”

e~ 2t (cos (%ﬁt) +isin (%ﬁt)) (58)
ya(t) = e 2! (cos (%ﬂt) —isin (%ﬂt)) (59)

Ich will jetzt nicht zu weit ausholen — es sind ndmlich alle Linearkombinationen von
y1(t) und yo(t) Losungen, sogar alle C-Linearkombinationen. Hier bilden wir jetzt
nur y(t) = y1(¢) + y2(t) und erhalten die spezielle Lésung

y(t) = 22! (cos (%\/5 : t)) (60)

der Differentialgleichung (57). Den Graphen dazu siehst du auf der néichsten Seite,
er zeigt die zeitliche Entwicklung der Bewegung. Lasse dich nicht irritieren, die
Bewegung ist stark geddmpft. Das passiert, wenn sich das Gewicht in einer recht
zéahen Fliissigkeit bewegt.

Y1 (t)

Das war es dann. Alles Gute euch, Jungs.

57Beachte, dass stets cos(a) = cos(—a) ist.

144



-2~

Abbildung 66: Der obere Graph gehort zur Losung der Differentialgleichung in (60).
Darunter ist der Graph einer Funktion dieses Typs, bei der die Ddmpfung nicht so
stark ist. Gestrichelt sind der Graph der Exponentialfunktion vom Typ e~*¢, die
die Dampfung bewirkt, und ihr Spiegelbild an der z—Achse eingezeichnet. Zwischen
diesen beiden Kurven schwingt die Kosinuskurve.
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