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1 Der Anfang

1.1 Einstimmung

Stochastik ist die mathematische Theorie des Ungewissen. — Diese Formulierung
16ste moglicherweise in Fachkreisen neben Zustimmung auch wiitenden Protest aus,
aber so fange ich nun an. Das Ungewisse ist ndmlich alltéigliche Begleiterscheinung
menschlicher Existenz, und der Beitrag der Stochastik ist, dass sie ermdglicht, Un-
gewissheit zu quantifizieren. Chinesisch? Ich lege dir eine Reihe von Beispielen vor.

e Aus Finanzkreisen ist dieser Tage zu horen, die Wahrscheinlichkeit einer Staats-
pleite Griechenlands sei auf 40% gestiegen.

e Eine Versicherung verkauft einem vierzigjahrigen Mann das Versprechen, den
Hinterbliebenen 100.000 Euro zu zahlen, wenn er im Laufe des néchsten Jahres
stirbt.

e Fin Wetterdienst im Internet gibt die Niederschlagswahrscheinlichkeit fiir mor-
gen mit 40% an.

e Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel eine fiinf zu werfen, ist %

Nun, Griechenland geht in absehbarer Zeit pleite oder eben nicht, das sind zwei
Méglichkeiten. Dennoch wird man die Wahrscheinlichkeit der Pleite nicht einfach
auf % setzen. Wenn jemand die Wahrscheinlichkeit der Pleite auf 40% setzt, driickt
er damit den Grad der Zuversicht aus, dass die Pleite eintritt, und dieser Grad
der Zuversicht mag sich einfach aus seinem Bauchgefiihl ergeben. Immerhin ist
die Auswirkung des Bauchgefiihls der Finanzjongleure, dass die Griechen fiir ihre
Staatsanleihen deutlich erhthte Zinsen zahlen miissen. Bei der Erstellung der 40%-—
Prognose war vermutlich Mathematik im Spiel, aber eine mathematische Aussage
ist das nicht.

Die Sache mit den Versicherungen ist schon ein wenig unheimlich. Woher wis-
sen die denn, welchen Preis die fiir das Versprechen nehmen miissen? Es ist doch
vollig ungewiss, ob der Mann das Jahr {iberlebt, und dabei spielen so viele Einfliisse
mit, dass auch das ganze Servernetz von Facebook die Datenmenge nicht erfas-
sen geschweige denn verarbeiten konnte; man sagt ja, dass der Fliigelschlag eines
Schmetterlings in Vietnam einen Tornado im Golf von Mexiko auslésen kénne, dem
der Mann ja vielleicht zum Opfer féllt. Héren wir einen Vertreter der Versicherungs-
wirtschaft dazu: We do not know, who will die next year, but we know, how many.
Da geht die Reise hin: die grofle Zahl macht die Unsicherheit berechenbar.

Und was mag die Niederschlagswahrscheinlichkeit aussagen? Vielleicht etwas in
der Art: Wenn man Riickschau hélt auf alle Tage mit vergleichbarer Wetterlage,
hat es an etwa 40% dieser Tage Niederschlige gegeben. Deshalb tut man so, als
z0ge man eine Kugel aus einer Urne mit 40 weilen und 60 schwarzen Kugeln, wenn
man auf das morgige Wetter wartet und schaut, ob es Niederschlige gibt. Will
man wissen, wie verldsslich Wetterberichte sind, miisste man den Wetterbericht
von gestern mit dem Wetter heute vergleichen. Das tut aber niemand, man liest
immer den Wetterbericht fiir morgen.

Wenden wir uns dem letzten Beispiel zu, dem harmlosesten der Liste. Was be-
deuten denn die %? Dass, wenn man sechsmal wiirfelt, genau eine fiinf dabei ist?
Nein, das ist falsch; solche Fragen werden wir rechnerisch behandeln. Aber bevor
wir anfangen zu rechnen, will ich wissen, woriiber wir eigentlich sprechen. Machen
wir Aussagen iiber reale Wiirfel, wie du sie zu Hause hast, so wie das Fallgesetz
der Physik Aussagen iiber reale fallende Steine macht? Klare Antwort: Nein, wir



machen keine Physik. Unsere Aussagen gelten fiir mathematische Objekte, die nur
in unserer Vorstellung existieren. Dass diese Aussagen fiir reale Wiirfel halbwegs
passen, ist eine empirische Feststellung, also eine Art Physik. Dass mathematische
Objekte zur Beschreibung der Wirklichkeit taugen, ist eine praktische Sache, und
sie macht die Mathematik zu einem interessanten Werkzeug. Teil der (stofflichen)
Wirklichkeit wird die Mathematik dadurch aber keineswegs, das muss man sauber
trennen — finde ich jedenfalls.

Als mathematische Theorie ist die Stochastik nicht sonderlich alt. David Hilbert
hat bei einem Kongress in Paris im Jahr 1900 als eines von 23 Jahrhundertproble-
men die Aufgabe gestellt, eine mathematische Theorie der Wahrscheinlichkeit zu
formulieren. Dies gelang dann A. Kolmogoroff, er schlug in den dreiliger Jahren des
20. Jahrhunderts den gordischen Knoten durch und schuf eine axiomatische Theorie
der Wahrscheinlichkeit. Mal sehen, vielleicht schauen wir uns sein Axiomensystem
einmal an; ich weifl es noch nicht. Jedenfalls: Als Kolmogoroff seine Theorie nie-
derschrieb, hatte man schon ein paar Jahrhunderte lang mit Wahrscheinlichkeiten
gerechnet, und zwar, um Gliicksspiele zu analysieren.



1.2 Das empirische Gesetz der grof3len Zahl

Das Handeln von Gliicksspielern und Versicherungen beruht auf Erfahrungen mit
Zufall, und den Kern dieser Erfahrungen will ich dir an einem Beispiel zeigen. Sagen
wir, wir wiirfeln n-mal, zdhlen die dabei gewiirfelten Fiinfen und teilen diese Anzahl
durch die Zahl n der Wiirfe. Die Zahl, die wir dann berechnet haben, heifit die
relative Haufigkeit der 5 bei n Wiirfen. Natiirlich kommt nicht jedes Mal, wenn wir
das machen, das Gleiche heraus; die relative Hiufigkeit ist ein Messwert, der vom
Zufall abhéngt.

Ich habe nun jeweils 20-mal die relative Hiufigkeit der 5 bei n Wiirfen be-
stimmt, und zwar fiir n = 1,5, 20, 80,320 und n = 1280. Die Ergebnisse findest du
in Abbildung 1 graphisch dargestellt. Die Gerade hat die Gleichung y = %.
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Abbildung 1: Relative Haufigkeit der 5 bei n Wiirfen fiir n = 1, 5, 20, 80, 320, 1280

Wie du siehst, ,stabilisiert sich die relative Haufigkeit der 5 bei n Wiirfen* bei
wachsendem n. Dass das passiert, ist eine Erfahrungstatsache, man spricht vom
empirischen Gesetz der grofien Zahl. Dieses Gesetz ist fiir die Versicherungen
Grundlage ihrer Arbeit.

Die Tendenz der relativen H&ufigkeit, bei wachsender Anzahl von Versuchs-
durchfithrungen stabil zu werden, ist erstaunlich stark. Sagen wir, wir machen
finzigmal 100 Wiirfe mit einem Wiirfel, stellen jeweils die Anzahl der geworfe-
nen Fiinfen fest und berechnen die relative Héufigkeit der 5 nach 100, 200, 300



usw. Wiirfen. Nach dem empirischen Gesetz der grofien Zahl stabilisieren sich die
relativen Haufigkeiten, sie werden recht bald nahe bei é liegen. Ich mache jetzt Fol-
gendes: Die ersten 100 Wiirfe fithre ich nicht aus, sondern setze die Anzahl der 5
einfach fest. Einmal gehe ich davon aus, dass bei den ersten 100 Wiirfen iiberhaupt
keine 5 geworfen wurde, und fiithre die restlichen 49 Wurfserien ordentlich aus, dann
gehe ich von 100 Fiinfen bei den ersten 100 Wiirfen aus und mache danach wieder
49 ordentliche Wurfserien. Die Ergebnisse siehst du in der Abbildung 2 links und
rechts. Es ist ganz erstaunlich, wie schnell die Stérung nicht mehr zu bemerken ist.
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Abbildung 2: Relative Haufigkeit der 5 nach k-100 Wiirfen. Das Ergebnis der ersten
100 Wiirfe ist gefiilscht, und zwar links auf 0 und rechts auf 100 Fiinfen.



2 Grundbegriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie

2.1 Zufallsversuch, Ergebnis, Ereignis

Man kann
1. einen Wiirfel einmal werfen,
2. man kann ihn zweimal werfen
3. oder man kann ihn so lange werfen, bis man eine 1 gewiirfelt hat.

Das sind drei Beispiele fiir Zufallsversuche. Stelle dir unter einem Zufallsversuch
einen Apparat vor, der auf Knopfdruck ein Ergebnis ausspuckt. Solche Ergebnisse
werden tradionell mit w bezeichnet. Die Menge aller Ergebnisse, die bei einem Zu-
fallsversuch auftreten konnen, ist der Ergebnisraum (2 des Zufallsversuchs. Sinn-
volle Ergebnisrdume fiir die drei Beispiele sind

1. Q={1,2,3,4,5,6} mit der Mschtigkeit || = 6.

2. Q={11,12,13,...,63,64,65,66 } mit der Michtigkeit || = 36, dabei bedeu-
tet w = 34, dass erst eine 3 und dann eine 4 geworfen wurde. Viele bezeichnen
dieses w mit (3,4). Das ist aufwendiger, hat aber den Vorteil, dass man es als
Koordinatenpaar eines Ebenenpunktes auffassen kann, und das ist oft niitz-
lich.

3. Q = {1;21,31,41,51,61,221,231,... }. Die Elemente dieser Menge haben
die Form w = aiaz...a,—11 mit einer natiirlichen Zahl n > 1 und a; €
{2,3,4,5,6} fir j = 1,2,...,n — 1. Fir n = 1 ist w := 1. Dieses  hat
(abzdhlbar) unendlich viele Elemente.

Ereignisse sind beliebige Teilmengen von ). Man sagt, ein Ereignis A C ) sei
eingetreten, wenn der Zufallsversuch ein Ergebnis w € A ergeben hat, bildlich: wenn
der Apparat beim Auslosen ein w ausgespuckt hat, das in A liegt.

2.2 Uber A. Kolmogoroffs Grundlegung der Wahrscheinlich-
keitstheorie

Nun kommt die Wahrscheinlichkeit ins Spiel. Wie ich euch erzihlte, fithrten Ver-
suche, zu definieren, was Wahrscheinlichkeit ist, genau so wenig zum Ziel wie Euklids
Versuche, zu definieren, was ein Punkt ist. Der grofle David Hilbert beginnt seine
Grundlegung der Geometrie so: Ich denke mir ein System von Dingen, die nenne
ich Punkte, Geraden und Ebenen... Und dann folgt eine Auflistung von Beziehun-
gen zwischen diesen Dingen: Durch zwei Punkte gibt es genau eine Gerade, und
so weiter, und nur diese aufgelisteten Beziehungen diirfen benutzt werden, um Be-
hauptungen zu beweisen. Natiirlich stimmt das nicht ganz, Hilbert hat sich ganz
sicher Zeichnungen gemacht, um Beweise zu finden, und darin sind Punkte und
Geraden, wie in unseren Zeichnungen, aber dass gilt, was er in den Zeichnungen
sieht, begriindet er penibel nur mit seinen Axiomen — so heiflen die formulierten
Beziehungen.

Auf die gleiche Weise leistet A. Kolmogoroff die Grundlegung der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Er hélt sich nicht damit auf zu erkléren, was Wahrscheinlichkeit ist,
sondern er beginnt mit einer Menge 2 und einer Funktion P, die auf Teilmengen



von €2 definiert ist und deren Funktionswerte reelle Zahlen sind, und er verlangt,
dass diese Funktion P drei Eigenschaften haben soll:

P(A) >0 fiir alle zulédssigen A C Q (1)
P() =1 (2)
AnNB=0= P(AUB)=P(A) + P(B) (3)

Ich muss hier etwas unscharf bleiben, welche Teilmengen von  zuléssig sind — bei
uns sind einfach alle Teilmengen von 2 zuldssig — und die dritte Bedingung ist auch
etwas einfacher als die im Original.

2.3 Wahrscheinlichkeit fiir Fufiginger

Du héttest wenig Gewinn davon, wenn ich nun versuchte, auf den Axiomen, die A.
Kolmogoroff 1933 in einem schmalen Béndchen aus dem Verlag von Julius Sprin-
ger vorlegte, ein Stiick Wahrscheinlichkeitstheorie aufzubauen. Wir gehen von der
folgenden einfachen Vorstellung aus:

Die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 wird unter den w € () aufgeteilt.

Dann hat schon jedes Elementarereignis' {w} seine Wahrscheinlichkeit P({w}).
Fiir jedes A C Q setzen wir nun

P(A) =) P({w}) , (4)

wEA

und damit haben wir ein P, das den Forderungen Kolmogoroffs geniigt.

Kehren wir zuriick auf den sicheren Boden unserer Beispiele. Aus Symmetrie-
griinden werden wir beim ersten Beispiel jedem w die gleiche Wahrscheinlichkeit
geben, es ist also

1
P{w}) = 8 fiir jedes w € {1,2,3,4,5,6}.

Genauso ist es beim zweiten Beispiel. Dort ist dann

1
P{w}) = % fiir jedes w € {11,12,13,...,64,65,66}.

Bevor ich zum dritten Beispiel komme, will ich dir die % des zweiten Beispiels

noch auf eine andere Art plausibel machen: Wenn wir 43 wiirfeln wollen, muss
der erste Wurf eine 4 ergeben, das geschieht nur in etwa % der Falle. Und nur in
etwa % dieses Sechstels wird zusétzlich der zweite Wurf die gewiinschte 3 ergeben.
Insgesamt erwarten wir die 43 folglich in etwa % . % aller Fille. Hier geschieht die
Arbeit des Apparats in zwei Teilschritten; die Vorstellung kennst du von den alten

Baumdiagrammen.

Kommen wir also zum dritten Beispiel. Auch hier ist natiirlich zum Beispiel

P({23341}) = (éf ,

aber so genau wollen wir es eigentlich nicht wissen. Interessant ist doch, wie wahr-
scheinlich es ist, dass die erste 1 beim fiinften Wurf kommt, und das ist

(5"

IEin Elementarereignis ist eine Teilmenge von €, die nur ein einziges w enthilt

1
6




wie du dir mit Hilfe eines Baumdiagramms klarmachen kannst. Allgemein ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die erste 1 beim k—ten Wurf kommt,

k—1
) 1
(6> 6 fﬁrk:172,37..

2.4 Zufallsgroflien: Erster Kontakt

Eine ZufallsgroBe ist eine Abbildung (oder Funktion) X : Q — R. Was das soll, zeige
ich dir an zwei Beispielen. Nimm das dritte von oben: Wiirfeln, bis eine 1 kommt.
Eigentlich will man ja nur wissen, wie oft man werfen musste, und nicht, was vor der
1 alles vorkam. An 234331 € € interessiert eigentlich nur die Lénge 6 dieses Wortes.
Also wird diesem w die Zahl 6 zugeordnet. Schon hast du die Funktion X : Q@ — R
des dritten Beispiels:

X(aras...ap—11) =k

Nun will man von der Wahrscheinlichkeit sprechen, dass X den Wert k annimmt.
Datfiir schreibt man frech P(X = k). Aber P wirkt nur auf Teilmengen von 2. Die
Teilmenge, die man hier braucht, ist die Menge aller w € Q mit X(w) = k, und
diese Menge bezeichnet man mit X ~!(k):

Xﬁl(k) ={we Q| X(w) =k} (5)
Hier erhalten wir

k—1
P(sz)z((i) é fir k=1,2,3,... (6)

Nehmen wir ein zweites Beispiel: Wir wiirfeln zweimal und addieren die Augen-
zahlen. Die Summe ist der Wert von X. Zum Beispiel ist X (34) = 7. Wir haben
uns {iberlegt, mit welchen Wahrscheinlichkeiten X die mo&glichen Werte annimmt,
und haben diese in einer Tabelle notiert:

k |2 [ 3[4 ][5]6 7|89 ]|10]11]12

— T 2 3 ;! 5 6 5 7 3 2 T

P(X=k) |35 3 |35 | 35| 3 | 36| 35| 36 | 36 | 3 | 3
Dies ist die Wertetabelle der Funktion k +— P(X = k), der Wahrscheinlichkeits-
verteilung von X. Zur graphischen Darstellung von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen verwendet man Histogramme. Abbildung 3 zeigt das Histogramm der Zufalls-

grofle X des Beispiels. Auf den X—Werten stehen Rechtecke, die Wahrscheinlichkeit
der Werte ist jeweils der Flicheninhalt der Rechtecke.

2.5 Technische Ubung

Wir wollen einen Wiirfel N-mal werfen. Ein passender Ergebnisraum zu diesem
Zufallsversuch ist

Qn :={araz2...an|a1,a9,...,an € {1,2,3,4,5,6}}

oder, in etwas anderer Schreibweise, die Menge der N—Tupel mit Eintrigen in
{1,2,3,4,5,6}:

{(a1,az2,...,an)|a1,as,...,ay € {1,2,3,4,5,6}} .

Nun kann es sein, dass in den N Wiirfen keine einzige 1 geworfen wurde. Dann ist
das Ereignis
A={aaz...aya1,a9,...,an € {2,3,4,5,6}}
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Abbildung 3: Histogramm der Zufallsgrofie X: Summe zweier gewiirfelter Zahlen

eingetreten. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist

sV 5\"
PA)=—==|-
Die beiden Terme fiir P(A) kommen auf ganz verschiedene Weise zu Stande: Der
zweite Term ergibt sich aus dem Baumdiagramm, das ist kein Geheimnis. Der erste
Term spiegelt eine ganz andere Denkweise wider. Und zwar ist offenbar |Qy| =

6" und |A] = 5. Nun haben aus Symmetriegriinden alle w € Qy die gleiche
Wahrscheinlichkeit, deshalb ist

_ A 5Y

P = Q| 6N

Das so genannte Gegenereignis oder, in Mengensprache, das Komplement

A=0O8\A={weQn|w ¢ A}

tritt ein, wenn bei den ersten N Wiirfen mindestens eine 1 erschien. Fiir die Wahr-
scheinlichkeiten gilt

P(A) =1- P(4) . (7)

Diese Beziehung ist sehr niitzlich. Oft ist es viel einfacher, P(A) zu berechnen und
daraus P(A) zu bestimmen, als P(A) selbst direkt zu berechnen. Hier kennen wir
auch P(A), denn wenn in den N Wiirfen mindestens eine 1 erscheint, muss die erste
1 in einem der Wiirfe 1 bis IV geworfen werden, und die Wahrscheinlichkeit dafiir

ist nach Gleichung (6)

k=1

Setzen wir die Terme fiir P(A) und P(A) in die Gleichung (7) ein, ergibt das mit

der Abkiirzung ¢ =2 und 1 — ¢ = ¢



und daraus folgt iiber
N

N ¢
L —
E q =
k=1

1—¢

die Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe

quzi fiirg#1. (8)

n 1— qn+1
k=0 1—q

Fiir |¢| < 1 kann man den Grenzwert fiir n gegen Unendlich bilden, das ergibt die
Summenformel fiir die geometrische Reihe

= 1

g ¢ = T2 fiir |[¢] < 1. (9)
—q

k=0

Im Unterricht hatten wir die Formel auf andere Weise hergeleitet, hier ist sie mit
Mitteln der Stochastik bewiesen.

2.6 Ein wenig Kombinatorik

Kombinatorik ist die Kunst, geschickt zu zdhlen. Man kann sich lange damit beschéf-
tigen, aber wir brauchen nicht viel davon.

Unsere Grundmenge ist eine Menge M der Méchtigkeit n. Wir kénnen ruhig
M=1{1,2,3,...,n}

nehmen; was damit geht, geht mit allen Mengen der Méchtigkeit n. Mit den Ele-
menten von M konstruieren wir verschiedene Gebilde.

Wir beginnen mit der Menge der k—tupel

{(a1,az2,...,a;)|a1,a2,...,ap, € M}

von Elementen aus M. Die kannst du dir vorstellen als die Menge aller k—stelligen
Zahlen mit der Ziffernmenge M oder die Menge aller Worter der Lange k aus dem
Alphabet M. Die Michtigkeit dieser Menge ist offensichtlich n*.

Nun nehmen wir der Reihe nach k& Gegenstinde aus M und legen sie so vor
uns hin, dass die Reihenfolge, in der sie gezogen wurden, noch zu erkennen ist. Die
Anzahl der Moglichkeiten ist

n-n=1)-n=2)- ... -(n—(k=1)) .

Fiir £ = n ist das n! ; die Anzahl der Moglichkeiten, die Elemente von M in einer
Reihe anzuordnen, oder die Anzahl der Permutationen von M ist n! . Fiir k =0
nimmt man {iberhaupt keinen der Gegenstéinde, das geht nur auf eine Weise, also
ist die gesuchte Anzahl dann 1.

Nun nehmen wir k der Gegenstdnde heraus, beachten aber die Reihenfolge
nicht, in der wir sie gewéhlt haben. Das heifit, wir fragen nach der Anzahl der
k—elementigen Teilmengen von M oder, allgemeiner gesagt, nach der Anzahl der
k—Teilmengen einer n—Menge.

Soll die k—Teilmenge {1,2,3,...,k} von M gezogen werden, geht das, wenn wir
die Reihenfolge beachten, auf k! Moglichkeiten. In der Anzahl

n-n=1)- ... - (n—(k=1))



der Moglichkeiten, k der n Elemente von M unter Beachtung der Reihenfolge aus-
zuwéhlen, ergeben jeweils k! Anordnungen die gleiche Teilmenge von M. Die An-
zahl der k—Teilmengen einer n—Menge ist folglich

nen=1)-(n=2--(n-(k=1) (n)

il k (10)

Man liest dies ,n iiber k“ und bezeichnet den Term als Binomialkoeffizienten.

Erweitert man den Bruch in Gleichung (10) mit (n — k)!, kommt man zu der
eleganten, fiir praktische Rechnungen aber wenig geeigneten Darstellung

(&) = )
1 Lemma

Fiir Binomialkoeflizienten gilt die folgende Regel:

n n _(n+1
(k) M <k5+1> - <k+1>
Beweis. Wir denken uns eine Herde aus n weiflen und einem schwarzen Schaf. Die
Anzahl der (k4 1)-Teilmengen dieser (n+ 1)-Menge steht auf der rechten Seite der
Gleichung. Es gibt nun zwei Sorten dieser (k+ 1)-Teilmengen: die, die das schwarze
Schaf nicht enthalten und die, die es enthalten. Bei der ersten Sorte sind alle k + 1
Schafe weiB, von dieser Sorte Mengen gibt es natiirlich (%) Stiick. Bei der zweiten

Sorte ist das schwarze Schaf gesetzt, man nimmt noch k weifle Schafe hinzu. Von
diesen Erginzungsmengen gibt es (7 ) Stiick. Dies beweist das Lemma. |

Wenn du die Binomialkoeffizienten zu n und zu n + 1 geeignet untereinander-
schreibst, kannst du die der (n + 1)-Zeile gewinnen, indem du immer benachbarte
der n—Zeile addierst; du musst nur zu Beginn und am Ende jeweils eine 1 hinzufiigen.
Fiihrst du dies ab n = 0 durch, entsteht das Pascalsche Dreieck. Die kennst du
vielleicht von den binomischen Formeln her. In der Tat gilt der folgende Satz; er
erklédrt auch den Namen Binomialkoenffizient.

2 Satz (Binomischer Satz)

(a+b)" = zn: (Z) akprt

k=0

Die Beweisidee habe ich euch gezeigt, hier spare ich mir die.
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3 Uber Zufallsgréfen

3.1 Der Erwartungswert

Xaver hat in seiner Schublade sieben braune und drei rote Socken. Er greift blind
in die Schublade und zieht einen Socken nach dem anderen, bis er ein gleichfarbiges
Paar hat. Unsere Zufallsgroe X bezeichnet die Anzahl der nétigen Ziehungen.

Offensichtlich braucht er mit der Wahrscheinlichkeit
7 6 3 2 48 8

P=0 9 109 00 1
zwei Ziehungen und mit der Gegenwahrscheinlichkeit ¢ := 1—p = 1—75 drei Ziehungen,
das kannst du mit Hilfe eines Baumdiagramms nachpriifen. Wir stellen uns nun
auf den etwas weltfremden Standpunkt, dass Xaver diese Zeremonie jeden Morgen
durchfiihrt, und fragen uns, wie oft Xaver im Mittel jeden Morgen ziehen muss.

Schauen wir Xaver N Tage lang zu. Eine Anzahl a Durchfithrungen wird er
zwei Ziehungen bendtigen, eine Anzahl b = N — a Durchfithrungen drei Ziehungen.
Insgesamt hat er dann 2a + 3b Socken gezogen, das sind je Durchfithrung

2a+3b72 i+3 E
N N N

gezogene Socken. Nach dem empirischen Gesetz der grofien Zahl ist nun

gw —é und EN —l
NPT 5 N 9175

die Zahl der im Mittel je Durchfiihrung gezogenen Socken ist folglich etwa

2p+3q .

Das Sockenbeispiel ist zugegebenermafien etwas abwegig. Realistischer wére so
etwas: Um Geld fiir die Mensa zu sammeln, muss jeder Kurs beim Schulfest einen
Stand machen. Da koénnte man eine Wiirfelbude einrichten. Geworfen wird mit
einem Wiirfel. Bei einer 1,2 oder 3 gibt es nichts, bei einer 4 oder 5 gibt es einen
FEuro, bei einer 6 gibt es fiinf Euro. Wieviel muss man dann im Mittel je Spiel
auszahlen? Diese Frage kann man genau wie das Sockenproblem behandeln.

So, das empirische Gesetz der grofien Zahl gehort zur physikalischen Welt. In
unserer Wahrscheinlichkeitstheorie definieren wir jetzt einfach einen Begriff, der
das nachbilden soll, was die Erfahrung lehrt, ndmlich den Erwartungswert einer
Zufallsgrofle.

3 Definition
Es sei X : Q — R eine Zufallsgréfe. Wir definieren den Erwartungswert der
ZufallsgroBe durch

B(X):= > kP(X=k=)Y XwP({w}) .

keX(Q) weN

Anmerkung: Hiufig verwendet man fiir E(X) die Bezeichnung p.

11



3.2 Zwei Regeln fiir Erwartungswerte

Nehmen wir noch einmal das Wiirfelspiel fiir das Schulfest: Ein Wiirfel wird gewor-
fen, bei einer 1,2 oder 3 gibt es nichts, bei einer 4 oder 5 gibt es einen Euro, bei

einer 6 fiinf Euro. Es sei A der Betrag, den man auszahlen muss. Dann ist
1 1 1 7

E(A)=0-=+1-- - ==

(4)=0 2 + 3 5 6 6

der Erwartungswert dieser Zufallsgrofie. Nun kann ein fiirsorgliches Elternteil bei
der Schulkonferenz erreichen, dass die Auszahlungsbetréige halbiert werden miissen.
Dann entsteht eine neue Zufallsgrofie X = %A vermoge

X(w):= %A(w) fiir alle w € Q,

und du wirst vermuten, dass E(34) = 1 E(A) ist.

Wer an dem Spiel teilnimmt, will vielleicht nicht den Erwartungswert des aus-
gezahlten Betrages wissen, sondern den Erwartungswert des Gewinns, das ist die
Differenz aus Auszahlung und Einsatz. Betréigt der Einsatz zwei Euro, ist nun eine
neue Zufallsgrofle G = A — 2 gegeben. Die Definition ist

Gw) =Aw)—2 furallewe.
Auch hier wirst du E(G) = E(A) —2 vermuten. In der Tat gilt das folgende Lemma.

4 Lemma
Es sei X : Q — R eine ZufallsgréBe, und es sei a,b € R. Dann ist

E(X+0)=E(X)+b und E(aX)=aE(X) .
Beweis. Es ist

B(X +b) =) (X(w)+b)P({w})

weN

=3 X(wP({wh) +bY " P({w})

weN weN
=B(X)+b-1,

denn den konstanten Faktor b kann man aus der Summe ziehen, und die Summe
iiber alle P({w}) ist natiirlich 1. Der Beweis der zweiten Gleichung geht analog. [J

3.3 Die Varianz einer Zufallsgrofle

Es sei X eine Zufallsgrofie auf dem Ergebnisraum 2 mit Erwartungswert p = E(X).
Fiithren wir den zugehorigen Zufallsversuch sehr oft durch, erhalten wir eine Folge

Wi, W2,wWs, ..., WN

von Elementen von 2, und der Durchschnittswert
1
N Z X (wk)
k

der zugehorigen Werte x, = X (wy) sollte nahe bei p liegen?. Je nach Zufallsversuch
muss das N sehr grof} sein; die Werte von X konnen erheblich streuen, und in der
N&he von p brauchen {iberhaupt keine Werte von X zu liegen.

Als MaB dafiir, wie stark die Werte von X streuen, benutzt man die Varianz
von X.

2Wieso eigentlich?
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5 Definition
Es sei X : Q — R eine Zufallsgréfe mit Erwartungswert p := E(X). Dann nennt
man die Zahl

VX)i= > (k=p)’P(X =k = > (X(w)-p)’P{w})

keX(Q2) weN

die Varianz und deren Wurzel o := /V(X) die Standardabweichung von X.

Wenn du dich nicht zu dumm anstellst, kannst du nun die Varianz und die
Standardabweichung einer konkret gegebenen Zufallsgrole ausrechnen; dann hast
du zwei Zahlen. Marvins Frage, ob man denn diese Zahlen am Histogramm sehen
konne, musste ich leider verneinen. Die Werte, die X annehmen kann, liegen irgend-
wo auf der Merkmalsachse. Du kannst auf der Merkmalsachse das p einzeichnen, fiir
jedes k € X(Q) das k — u sehen, dir das Quadrat mit dem Inhalt (k — p)? vorstellen
und dir den noch mit P(X = k) multipliziert denken. Wenn all diese Produkte
aufaddiert sind, ist die Varianz berechnet, aber man sieht nichts mehr. Immerhin
mag dir der folgende Satz einen Hinweis geben, dass die Varianz eine sehr niitzliche
Begriffsbildung ist.

6 Satz (Tschebyscheff-Ungleichung)
Essei X : 2 — R eine Zufallsgrofie mit Erwartungswert p und Varianz V(X). Dann

gilt
V(X)

5 fiir alle a > 0.
a

P(X —plza) <

In Worten: Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert annimmt, der von p um min-
destens a abweicht, ist héchstens so groff wie das Tschebyscheff-Risiko V(X)/a?.

Beweis. Wenn du den Beweis verstehen willst, solltest du dir die Merkmalsachse
hinzeichnen und darin den Bereich von p—a bis u+a markieren; der Erwartungswert
w liegt in der Mitte dieses Bereichs. Die X—Werte im Inneren des Bereiches firbst du
griin, die auflerhalb rot. Der Rand selbst gehort zum roten Bereich. In der Formel
fiir die Varianz musst du iiber alle X—Werte summieren. Du lésst die Beitrdge der
griinen X—Werte einfach weg, dann erhéltst du hochstens noch die Varianz, in aller
Regel aber weniger. In den verbleibenden Summanden ersetzt du (k — p)? durch a?,
dann wird wiederum jeder Summand héchstens kleiner. Du klammerst du noch a?
aus und dividierst durch a?, schon steht das Ergebnis da. Klar? Also los:

V)= 3 (k- pPP(X =k)

kEX(Q)
= Y (k-wP(X=k) + Y (k—p’P(X=F)
kEX(Q) kEX(Q)
|k—p|<a lk—pl>a
> 0 + > @*P(X =k)
kEX(Q)
[k—pl>a

= a* ) PX=k
kEX(Q)
[k—p|=a

—  @P(X -l > a)

Es gilt also insgesamt



Division durch a? liefert die gewiinschte Ungleichung. ]

Wenn du dir die Definition der Varianz genau anschaust, erkennst du, dass

V(X) = E((X - p)?) (12)

ist. Wir formen die rechte Seite um und nutzen dabei aus, was wir iiber das Rechnen
mit Erwartungswerten wissen:

V(X)=E

(X =w?)

(X2 —2uX + 1)
(

(

X?) - 2u E(X) + u?

E
E
E(X?) —

Im Unterricht hatten wir dieses Resultat direkt aus der Definition der Varianz ge-
wonnen, dies hier ist jetzt ein etwas anderer Weg. Es gilt jedenfalls das folgende
Lemma.

7 Lemma (Verschiebungssatz der Varianz)
Fiir die Varianz einer Zufallsgrofe X mit Erwartungswert p gilt

V(X) =E(X?) -

3.4 Mehrere Zufallsgrof3en auf dem gleichen Wahrscheinlich-
keitsraum

Es seien X und Y Zufallsgroflen, die auf dem gleichen € definiert sind. Die in-
haltsschwere Formulierung ,,auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum*® stellt si-
cher, dass X und Y nicht nur auf der gleichen Menge definiert sein sollen, sondern
dass man auch das gleiche P zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten verwendet.
Wir bilden die neue Zufallsgréfie

S=X4+Y mit Sw)=X(w)+Y(w) firallewe .
Dann gilt
E(X +Y)=E(X)+E(Y) . (13)
Der Nachweis ist leicht:

E(X+Y) = Y S@)P{wh) = 3 (X (@) + Y (W) P({w}) =

weN weN

=Y X(WP{w})+ D Y(w)P{w}) = E(X) +E(Y)

weN weN

Mit dieser einfachen Regel kann man erstaunlich viel anfangen, wie das folgende
Anwendungsbeispiel zeigt: Wir wiirfeln N—mal, es sei X die Anzahl der gewiirfelten
Sechsen, und wir fragen nach dem Erwartungswert von X. Eine Formel fiir die
Wahrscheinlichkeit, £ Sechsen zu wiirfeln, ist schnell hingeschrieben:

k N—k
1

aber es ist schon fiir ziemlich kleine N ein echtes Problem, die Werte der Terme
zu berechnen. Hier hilft nun unsere Regel: Wir bilden fiir £ = 1,2,3,..., N die
Zufallsgrofien

Xk : Anzahl der Sechsen im k—ten Wurf |,
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dann ist
X=X1+Xo+Xs+--+Xn ,

und nach unserer Regel ergibt sich

E(X) = E(X)) + E(Xs) + E(X3) 4+ - + E(Xy) = N - E(X)) :N% 7

und das ist doch ein schénes Ergebnis.

3.5 Durchgerechnetes Beispiel

Wir wollen fiir die Zufallsgréfie X7 : Anzahl der Sechsen beim einfachen Wiirfeln
zeigen, wie Erwartungswert und Varianz 6konomisch berechnet werden kénnen. Man
legt eine Tabelle an:

k [0 ]1
P(Xi1=k) |2 %

Die Summe der zweiten Zeile liefert den Erwartungswert von X3
1

,U,:E(Xl):O—Fé

und die Summe der dritten Zeile den Erwartungswert von X7 :

1 1
E(X)=0+—-=—
Aus diesen Werten berechnet man die Varianz von X
1 1 5
X)=BEX})-pP=2—-—=—
V(X1) (X7) —w 6 36 36

Hier siehst du das Histogramm von X5, der Erwartungswert ist auch eingezeichnet.

¥ A

0.3 T

Y

-0.4 -0z an n2 a4 s (1 5] 1.0 1.2 1.4

Abbildung 4: Histogramm von X7 mit Erwartungswert

Was kann man mit diesen Werten anfangen? Wir betrachten die Zufallsgrofie
X : Anzahl der Sechsen, wenn man 600—mal wiirfelt, das ist das X aus dem letzten
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Unterkapitel mit N = 600. Es ist E(X) = 600 - § = 100 und, dies nehmen wir
einmal vorweg, V(X) = 600 - V(X;) = 2% Miissen wir ernsthaft damit rechnen,
dass wir mindestens 150 oder hichstens 50 Sechsen bekommen? Die Tschebyscheff—
Ungleichung sagt x)
V(X 1
P(|X ~100] > 50) < =52 = =

die Wahrscheinlichkeit, vom Erwartungswert um mindestens 50 abzuweichen, ist
sicher kleiner als 3%%. Das Tschebyscheff-Risiko iiberschéitzt die Wahrscheinlichkeit
in der Regel, so auch hier, wie du am Histogramm von X erkennen kannst. So ein
Histogramm bekommst du mit ein paar MuPAD-Befehlen, aber darin steckt eine
enorme Rechenarbeit!

oo T

ool T

ooz T

ool T

om L i L -
1] 100 am AN doo 00 [iE]

Abbildung 5: Histogramm von X: Anzahl der Sechsen bei 600—mal Wiirfeln

3.6 Mehr zu Standardabweichung und Varianz

Es sei X eine Zufallsgrofie auf 2 mit Erwartungswert p und Varianz V(X). Um
etwas klarer zu machen, was es mit der Standardabweichung o = /V(X) von X
auf sich hat, schreibe ich die Tschebyscheff-Ungleichung mit @ = ro hin fiir eine
positive Zahl r; ich messe die Abweichung a also praktisch in der Einheit 0. Heraus

kommt folgendes:
V(X) 1
P(|X - /’L| > TU) < r2g2 = 7,,72 (14)

Kannst du damit etwas anfangen? Schau: Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen
Wert annimmt, der von g mindestens 100 entfernt ist, ist allerhdchstens 1%. Oder
anders: Beim Histogramm von X ist der Inhalt der beiden Schwinze, die aus der
30-Umgebung von p herausschauen, allerhéchstens %. Und das gilt ganz allgemein
fiir jedes X (das eine Varianz hat).

Dies zum Versténdnis, nun noch ein technisches Lemma.

8 Lemma
Essei X : 2 — R eine Zufallsgrofie mit Erwartungswert p und Varianz V(X). Dann
ist

V(aX)=a*>V(X) fiir allea € R und
V(X +b)=V(X) fiirallebeR.
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Beweis. Wir wenden die Definition der Varianz auf die Zufallsgrofie a X : w +—
aX (w) an — dass letztere den Erwartungswert ap hat, wissen wir ja schon.

V(aX) = 3 (aX(@) — ap)® - P({w})
wenN
=a® ) (X(w) - w* P{w})
weN
=a’V(X)

Damit ist die erste Eigenschaft bewiesen.

Um einzusehen, dass die Varianz auch die zweite Eigenschaft hat, brauchen wir
ebenfalls nur die Definition hinzuschreiben:

VX +0) =D (X(w) +b— (u+b)* P({w})

Das b geht sofort weg, es bleibt V(X). O

3.7 Noch ein durchgerechnetes Beispiel

Sechs von euch sitzen mit dem Riicken zur Wand, achtzehn mit dem Riicken zu
einem Fenster. Es werden fiinf von euch zufillig gewdhlt. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit sitzen (genau) zwei davon mit dem Riicken zur Wand?

Damit ich mich leichter ausdriicken kann betrachte ich anstelle des Kurses eine
Urne mit achtzehn weiflen und sechs roten Kugeln. Dieser Urne werden fiinf Kugeln
entnommen, und es sei X die Anzahl der roten Kugeln darunter. Gefragt ist dann
nach P(X = 2).

Einer von euch sagte, er verstehe die Aufgaben nicht. Mein Rat ist: stellt euch
den Ablauf des Experimentes genau vor, lasst es vor euren Augen ablaufen. Hier
gibt es dann zwei mogliche Wege. Man greift in die Urne und nimmt fiinf Kugeln
auf einmal heraus oder man nimmt eine Kugel nach der anderen, bis man fiinf hat.

Die zweite Vorstellung fithrt zu einem Baumdiagramm. Wir erhalten

6 5 18 17 16 (5
P(X2)24'23'22'21'20'<2)
Hier wurden zuerst zwei rote, dann drei weifle Kugeln gezogen. Veréndert man die
Reihenfolge, verdndern sich die einzelnen Briiche, nicht aber der Wert des Produk-
tes, deshalb haben alle Pfade, die zu genau zwei gezogenen roten Kugeln gehoren,
die gleiche Wahrscheinlichkeit. Der Binomialkoeffizient am Ende bringt die Anzahl
der Pfade ins Spiel.

Wer alle Kugeln auf einmal herausnimmt, muss anders denken. Er wihlt dann
eine 5-Teilmenge einer 24-Menge, und von denen gibt es (%) Stiick, die alle gleich
wahrscheinlich sind. Um eine solche mit genau zwei roten Kugeln zu erstellen, haben
wir (3) - (1) Moglichkeiten, denn wir kénnen jede 2-Teilmenge roter Kugeln mit
jeder 3-Teilmenge weifler Kugeln kombinieren. Wer so denkt, erhélt

2 3
PX=2)=—~~+~
24
5
Natiirlich haben beide Terme den gleichen Wert, das ist vollig klar.
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Der zweite Term lédsst sich besonders leicht in MuPAD eingeben. Man bekommt
dann bequem? die Wahrscheinlichkeitsverteilung, den Erwartungswert pu = % und

die Varianz V(X) = 252

05 o.o 0% 1.0 1.5 20 15 30 ) 4.0 45 50 LE

5
Tl
L1
X

Abbildung 6: Histogramm von X: Anzahl der roten Kugeln unter fiinf

Offensichtlich ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste gezogene Kugel rot ist,
gerade 1 7- Mit Hilfe eines Baumdiagramms habt ihr ausgerechnet, dass auch die
Wahrscheinlichkeit, dass die zweite gezogene Kugel rot ist, i 7 ist, und einige haben
das gleiche Ergebnis auch wieder fiir die Wahrscheinlichkeit erhalten, dass die dritte
gezogene Kugel rot ist. Das ist schon etwas erstaunlich, aber es stimmt sogar noch
fiir die vierte und fiir die fiinfte gezogene Kugel. Das kann man mit vollstandiger
Induktion beweisen, aber das machen wir von mir aus nicht, sondern wir behelfen
uns mit der folgenden Betrachtung. Stelle dir vor, die fiinf Kugeln werden der Reihe
nach in Fécher mit den Nummern eins bis fiinf gelegt. Betrachte nun ein Fach,
meinetwegen das Fach mit der Nummer vier. Bevor der Ziehvorgang begonnen hat,
hat jede der 24 Kugeln die gleiche Chance, in das Fach vier zu kommen. Deshalb
ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine rote Kugel in das Fach vier kommt, gerade %.

Bezeichnen wir fiir ¢ = 1,2, ...,5 mit X; wieder die Anzahl der roten Kugeln bei
der i—ten Ziechung (oder die Anzahl der roten Kugeln im i-ten Fach), gilt E(X;) =
E(X?)=1uwmd V(X;) =1 - & =3 Aus

4 16 —
X = Z X;
i=1

folgt nach unserer Summenregel fiir Erwartungswerte FE(X) = g. Jedoch ist

5VX) =5 o £ 22 = V(X) |

es kann also keine Regel der Art V(X +Y) = V(X) + V(YY) fiir beliebige Zufalls-
groflen X, Y auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum geben; diese Regel gilt nur
unter gewissen Voraussetzungen, die X und Y erfiillen miissen.

3Siehe stochastik.mn
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3.8 Das schwache Gesetz der grofien Zahl

Wenn wir einen wirklichen Wiirfel N—mal werfen und die Anzahl H der Einsen
zéhlen, wird die relative Haufigkeit % der Eins fiir geniigend grofle N sehr nah bei
% liegen — das sagt das empirische Gesetz der grofien Zahl. Wir werfen aber keine
wirklichen Wiirfel, sondern rechnen in einem , Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P),
und da haben wir P({1}) = } gesetzt, weil uns das wegen der Symmetrie des
Wiirfels verniinftig erschien, und wir nennen diesen Wert Wahrscheinlichkeit. Was
passiert eigentlich, wenn wir unseren gedachten Wiirfel N—mal werfen, die Anzahl
X der Einsen zéhlen und durch N teilen? Dies wollen wir nun untersuchen.

Wir werfen also unseren gedachten Wiirfel N-mal. Es sei X; die Anzahl der
Einsen im ¢—ten Wurf fiir ¢ = 1,2,..., N. Fiir die Gesamtzahl X der Einsen gilt
dann

Wir haben frither schon ausgerechnet, dass E(X;) = ¢ und V(X;) = = ist, und wir
berechnen damit nach unseren Regeln*

1 1 al 1 Y 1 11

1 1Y 1 & 1 5 5
—X)\| = il X. | = — X) )= —.N.— = _“_
V(N ) V<N§ > Nzgv( =N N5 T s

Diese Daten setzen wir in die Ungleichung von Tschebyscheff ein. Fiir jedes noch so
kleine a > 0 gilt dann

1. 1 5
P —X - = > < N—o0 . 1
<N 6‘_a>_36a2N—>0 (15)

In Worten: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass %X vom Erwartungswert % um

mindestens a abweicht, strebt fiir jedes noch so kleine a > 0 gegen 0 fiir N — oo.
Dies ist die Aussage von Bernoullis schwachem Gesetz der groflen Zahl.
Ich habe sie nur fiir das Beispiel formuliert, das Gesetz gilt aber allgemein fiir
Zufallsgroflen X, die eine Varianz haben. Es bestétigt, dass die Konstrukte der
Wahrscheinlichkeitstheorie so gebildet sind, dass man erwarten kann, dass Aussagen
der Wahrscheinlichkeitstheorie auf reale Zufallsvorgéinge anwendbar sind. Und so
soll es ja auch sein!

3.9 Eine Anwendung

Ein Wiirfel werde N—mal geworfen. Wie eben sei X}, die Anzahl der Sechsen im k-
ten Wurf fiir k = 1,2,3,..., N und X die Anzahl der insgesamt geworfenen Sechsen.
Wir hatten gesehen, dass

1 11 5.144 20
Pll=x-2|>=) < -2 Noo
(N 6“12) S SNy N o)

gilt. Fiir grofie N sollte also der beobachtete Wert der relativen Haufigkeit der Sechs
zwischen % und % liegen. Wer nun meint, fiir geniigend grofie N ldge die relative

Héufigkeit der Sechs mit Sicherheit in diesem Bereich, irrt. Man kann N so grof§

4Dass wir hier die Summenregel fiir die Varianz benutzen diirfen, werden wir noch beweisen.
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machen, wie man nur immer will, die Wahrscheinlichkeit, dass dennoch {iberhaupt
keine Sechs geworfen wird, ist

P(XzO):(2>N>0 :

Man kann sich hoéchstens wiinschen, dass das Risiko, dass die relative Héaufigkeit
von % um mindestens % abweicht, hochstens so grofl wird wie eine kleine Schranke,
die man vorgibt, zum Beispiel 5%.

Fiir die Wahrscheinlichkeit selbst, die auf der linken Seite der Ungleichung steht,
kann man zwar einen Term hinschreiben, aber den Wert des Terms kann man schon
fiir recht {iberschaubare N nicht berechnen, und es gibt keinerlei Hoffnung, dass
man die Ungleichung nach N auflésen kénnte. Deshalb macht man N so grof3, dass
das Tschebyscheffrisiko 5% ist; die Wahrscheinlichkeit selbst ist dann garantiert

héchstens 5%. Aus
20 5

N~ 100
berechnen wir N = 400. In Wirklichkeit kommt man mit deutlich weniger Wiirfen
aus, aber uns fehlen noch die Mittel, ein besseres N zu bestimmen. Da ist das

berechnete N = 400 schon ein Gewinn.

3.10 Frequentistische Deutung des Erwartungswertes

Wir beginnen mit einer technischen Aufgabe: Wir werfen einen Wiirfel. Es sei X die
gewiirfelte Augenzahl bei einem Wurf, und es sei Y die mittlere Augenzahl je Wurf
bei N Wiirfen. Berechne den Erwartungswert und die Varianz von X und daraus
den Erwartungswert und die Varianz von Y [die Summenregel fiir die Varianz darfst
du dabei benutzen]. Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit, dass Y vom Erwartungswert
um mindestens a abweicht, fiir jedes a > 0 gegen Null strebt fiir n gegen Unendlich.

Was die Aufgabe verlangt, ist mit {iberschaubarer Miihe erledigt. Es ist E(X) =
2 und V(X) = E(X?) — E(X)? = 35. Wie iiblich bezeichnen wir die im i-ten Wurf
gewiirfelte Augenzahl mit X; fir i =1,2,3,..., N , dann ist

1 & 7 35

Y:N;Xi CEY) =5 wmd V() =&

Fir N — oo strebt somit V(Y) gegen Null. Nach der Tschebyscheffungleichung
strebt dann fiir jedes noch so kleine positive a die Wahrscheinlichkeit, dass Y den
Erwartungswert um mindestens a verfehlt, gegen Null fiir N — oo. Das heifit,
wenn man den Zufallsversuch sehr hiufig durchfiihrt, kann man davon
ausgehen, dass das arithmetische Mittel Y = % Zf\il X; der Einzelwerte
nahe bei E(X) liegt. Entsprechendes gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(A) eines
Ereignisses A C Q. Fiihrt man den Zufallsversuch oft durch, wird der Anteil der
Durchfithrungen, bei denen ein w € A ausgelost wurde, in der N#éhe von P(A)
liegen. Unsere theoretischen Zufallsgrofien halten, was das empirische Gesetz der
groflen Zahl fiir real durchgefiihrte Zufallsversuche verspricht.
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4 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingig-
keit

Wir betrachten einen ,, Wahrscheinlichkeitsraum* (€2, P) und zwei Ereignisse A, B C
Q. Es mag hilfreich sein, die Situation in einem Mengenbild darzustellen (siehe
Abbildung 7, A liegt oberhalb der horizontalen Linie, B links der vertikalen Linie).
Lost man ein w € Q aus, wird es mit der Wahrscheinlichkeit P(B) zu B gehoren.

Abbildung 7: Ergebnisraum 2 mit Ereignissen A, B C Q

Nun kann man nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dass B eintritt, wenn man zur
Auslosung nur die Elemente von A zuldsst. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit
wird bedingte Wahrscheinlichkeit genannt und mit den Symbolen

P4s(B) und P(B|A)

bezeichnet. Praktisch ist das ein neuer Zufallsversuch mit einem neuen 2, eben A,
und man iiberlegt sich, dass

_ P(ANB)

PA(B) = —5ip (16)

zu setzen ist. Das geht natiirlich nur fiir A # ().

Man wird die Ereignisse A und B unabhingig nennen, wenn P4(B) = P(B)
ist. Man kann sich das so vorstellen, dass dann der Anteil der Elemente von B in
A genau so grof} ist wie im gesamten Ergebnisraum. Man definiert den Begriff ein
wenig anders, damit er auch noch sinnvoll ist, wenn P(A) = 0 ist:

9 Definition
Die Ereignisse A und B eines Ergebnisraums ) heien unabhéngig, wenn

P(ANB) = P(A) - P(B)

ist.

Schauen wir uns ein Beispiel an. Aus einer Urne mit drei roten und sieben
weiBen Kugeln werden zwei gezogen. Dann ist Q = {rr, rw, wr, ww} ein geeigneter
Ergebnisraum. Es sei A = {rr,rw} und B = {rr,wr}; in Worten formuliert ,erste
Kugel ist rot“ bzw. ,,zweite Kugel ist rot“. Wie wir wissen, ist

3

P(A) = P(B)=
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ganz gleich, ob wir die erste gezogene Kugel zuriicklegen oder nicht. Fiir P(ANB) =
P({rr}) sieht das aber anders aus. Legen wir die gezogene Kugel zuriick, wird

P(AmB):i 5

1 =P -P(B)

sein, die Ereignisse sind folglich unabhéngig. Ziehen wir dagegen ohne Zuriicklegen,

ist
3 2
P(AOB):E‘§#P(A)'P(B) )
hier sind A und B abhingig. Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit erhalten wir in

diesem Fall 5

Was du beim Baumdiagramm an die Pfadabschnitte geschrieben hast, waren alles
bedingte Wahrscheinlichkeiten, und die hast du automatisch richtig gebildet.

Wir kénnten nun als 2 die Menge der Bundesbiirger, als A die Menge der Ein-
wohner Berlins und als B die Menge der Sozialhilfeempféinger nehmen. In solchen
Kontexten spielt der Begriff der Unabhéngigkeit im Alltag eine durchaus brisante
Rolle. Natiirlich werden da keine Mengen gebildet und es wird kein w ausgelost; das
Phéanomen der Unabhéngigkeit bleibt aber.

Ubrigens sagt sich das leicht, Einwohner von Berlin. Es ist durchaus schwierig, im
Einzelfall zu entscheiden, wer dazugehort und wer nicht. Aber mit diesem Problem
wollen wir uns nicht befassen.

5 Erste Klausur am 28. Miarz 2012

1. Einstiegsaufgabe

Bei einem Spiel wird der Betrag X ausgezahlt. Es ist P(X = 0) = i,
P(X =1) = £ und P(X = 2) = {. Zeichne das Histogramm von X, berechne
Erwartungswert und Varianz von X und erldutere kurz, was der Erwartungs-

wert eigentlich bedeutet. [20]

2. Kursstochastik
In unserem Kurs sind vierundzwanzig Schiiler, und von denen kommen sechs
aus Hille. Gib durchsichtige Terme an, Werte brauchst du nicht auszurechnen.

(a) Wieviele verschiedene Vierergruppen kann man insgesamt bilden?  [3]
(b) Wieviele verschiedene Vierergruppen kann man bilden, in denen zwei

Hiller und zwei andere sind? [5]
(c¢) Es werden vier Leute aus dem Kurs ausgelost. [10]

i. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist Marvin dabei?
ii. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gehort Lucas nicht zu der Gruppe?

(d) Die Stufenleiterin ruft einen nach dem anderen der Schiiler des Kurses in
ihre Sprechstunde. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der vierte
Schiiler der erste ist, der nicht aus Hille kommt? [5]

(e) Nun soll ein Kurssprecher gewiihlt werden. Wenn der Gewiihlte nicht aus
Hille kommt, legt der Biirgermeister der Gemeinde Widerspruch ein, und
dann muss die Wahl wiederholt werden. Es sei X die Anzahl der nétigen

Wabhlgénge. Gib eine Formel fiir P(X = k) an. 8]
(f) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind héchstens zehn Wahlgénge notig?
8]
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(g) Wenn es nur nach dem Zufall geht, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
Kevin, Nick und Eike als Letzte zum Unterricht erscheinen,

3L-21!
P= a0
i. Begriinde, dass das stimmt, und berechne den Wert von p. 8]

ii. Wir schauen uns sechzig Tage mit Mathematikunterricht an. Be-
griinde, dass der Erwartungswert p der Anzahl der Tage, an denen
die drei als Letzte zum Unterricht erscheinen, 60p ist. 8]

iii. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit hochstens, dass die beobachtete
Anzahl von Tagen, an denen die drei als Letzte kommen, vom Erwar-
tungswert ¢ um mindestens 40 abweicht? Hier ist ein Wert verlangt,
rechne mit V(X) = 60p(1 — p). [10]

iv. Die Beobachtung ergab, dass die drei an 45 von den sechzig Terminen

als Letzte kamen. Wie vertrigt sich das mit den Ergebnissen der
Rechnung? [4]

(h) Weil sie eine verschworene Gemeinschschaft sind und weil es eine Sto-
chastikklausur ist, verabreden die Schiiler, dass jeder bei der Riickgabe
der Klausur einfach das néichste Heft vom Stapel nimmt. [16]

i. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Burak sein eigenes Heft?

ii. Was ist der Erwartungswert der Anzahl der Hefte, die bei ihrem
Besitzer ankommen? Vorsicht, mit dem richtigen Trick hat man die
Antwort in wenigen Zeilen, ohne ist sie praktisch nicht 16sbar.

3. Kleiner Sprachtest

(a) Es sei @ = {—1,0,1}, und jedes w € 2 besitze die gleiche Wahrschein-
lichkeit. Die Zufallsgréfie X auf Q ist definiert durch X (w) = w?.

i. Schreibe die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X hin. [6]
ii. Was ist X~1(1) ? [4]
(b) Zeichne fiir die Zufallsgrofie X der Einstiegsaufgabe zu Beginn der Klau-
sur den Graphen der Funktion z — P(X < ). 8]
(c) Es seien X und Y Zufallsgrofen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, P). Was ist dann [6]

Y X(W)-Y(w)-P({w}) ?

weN

4. Taylorpolynom
Ein Berliner Institut denkt iiber Aufgaben fiir die nichste Lernstandserhebung
der Stufe 8 nach: eine Seitenfliiche eines grofien Wiirfels ist um 20% groBer
als eine Seitenfliche eines kleinen Wiirfels. Um wieviel ist das Volumen des
groflen Wiirfels grofler als das des kleinen Wiirfels? — Du weifit ja mehr als ein
Achter. Stelle das Taylorpolynom p(z) vom Grad 2 der Funktion

fl@)=(1+2)

auf, berechne damit p(0.2) und vergleiche den Wert mit dem exakten Wert
von f(0.2). Die Taylorreihe ist recht unbequem hinzuschreiben, die brauchst
du nicht. Aber wenn du Zeit und Lust hast, kannst du mit dem Ergebnis dem
Achter die Antwort verraten. [24+]

23



6 Mehr iiber Zufallsgrofien

6.1 Die Varianz einer Summe

Es seien X und Y Zufallsgrofen auf dem gleichen Q. Wir wiinschen uns auch fiir
die Varianz V(X +Y') der Summe von X und Y eine schone Regel, wir haben aber
gesehen, dass eine solche Regel nicht fiir beliebige X und Y gilt. Nun versuchen
wir, die Varianz der Summe zu berechnen; wir werden ja sehen, wie weit wir damit
kommen.

Zunéchst nutzen wir unsere Regeln fiir die Varianz und fiir Erwartungswerte
aus.

VIX+Y)=E((X+Y)?) - (E(X+Y))’
=E(X?+2XY +Y?) — (E(X)*+2EX)E(Y)+E(Y)?)
=EB(X?) +2E(XY)+E(Y? — EX)?-2EX)E(Y)-E(Y)?
=V(X)+V(Y) + 2E(XY)—-2E(X)E(Y)

Die gesuchte Summenregel fiir die Varianz gilt folglich genau dann, wenn der Er-
wartungswert E(XY') des Produkts gleich dem Produkt der Erwartungswerte ist.

Nehmen wir uns also E(XY") vor. Es hilft nichts, da miissen wir auf die Definition
zuriick:
E(XY) =) XwY(w)P({w}) (17)
weN
Die Zufallsgroflen X und Y stiften jeweils eine Ordnung in Q. Zum Einen wird
Q zerlegt in | X (Q)| Teilmengen X (k) der w € Q mit X (w) = k, dabei liuft k
durch X (). Zum Anderen wird € zerlegt in |V (Q2)| Teilmengen Y ~1(j) der w €
mit Y(w) = j, dabei lduft j durch Y (). Abbildung 8 zeigt diese Ordnung fiir
(X)) =Y ()] = 3.

e
o )
AN

Abbildung 8: Von X und Y gestiftete Einteilung von  fiir | X(Q)| = |[Y()] =3
Es sei nun k € X(Q) und j € Y(Q). In der Summe in Gleichung (17) fassen wir

die Beitriige aller w zusammen, fiir die X (w) = k und Y (w) = j ist; das sind alle w
eines der Kistchen in Abbildung 8. Diese w bilden die Menge

X7k nYTHI)
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und der Beitrag dieser w zur Summe ist
kiP (X' (k)nY~'(j))
Du kennst dich mit bedingten Wahrscheinlichkeiten aus. Es gilt
P (X RN Y () = P (X' (R) - Porgy (Y10)

In Worten: Die Wahrscheinlichkeit, ein w der Schnittmenge X ~!(k) N Y ~1(j) zu
bekommen, ist das Produkt der Wahrscheinlichkeit P (X *l(k)), ein Element von

X~!(k) zu bekommen, mit der Wahrscheinlichkeit Px—1() (Y 7!(j)), ein Element
von Y ~1(j) zu bekommen, wenn nur unter den Elementen von X ~!(k) ausgelost
wird. Nun sind wir an der entscheidenden Stelle. Wenn die Ereignisse X (k) und
Y ~!(j) unabhiingig sind, ist
Px-1gy (Y7'() =P (Y™'(j)) und
P (X' k) NY ™) = P(XTH(R) - P(YT())

und dann bringen wir unsere Rechnung zum gewiinschten Ende:

=) Xw P({w})

w€eN

= 3 3 KP(XTURNYT))
keX(Q)jEY (Q)

= 3 3 kP(XTUR) - P(YTH))
keX(Q)jEY(Q)

= Y (kP(x'R) Y P YY)
keX(Q) JEY ()

= Z jP Z kP )
i€Y(Q) keX(©)

=E(Y)-E(X)

Du musst dich nun nicht damit belasten, fiir jeden Wertesatz k € X () und j €
Y (Q) die Unabhingigkeit der Ereignisse X ~!(k) und Y ~1(j) zu priifen. Wenn sich
X und Y nicht beeinflussen, sich zum Beispiel aus der unabhéngigen Wiederholung
eines Zufallsversuchs ergeben, kannst du getrost die Summenregel fiir die Varianz
verwenden, die ich hier etwas nachléssig formuliere:

10 Lemma
Es seien X,Y : Q — R unabhéngig. Dann gilt V(X +Y) = V(X) + V(Y).

Du wirst sehen, dass dieses Lemma fiir uns sehr niitzlich ist.

6.2 Die Binomialverteilung

Wir wiirfeln und interessieren uns nur dafiir, ob eine Sechs geworfen wurde oder
nicht. Fithren wir den Versuch n—mal durch und bezeichnen wir die Anzahl der
geworfenen Sechsen mit X, gilt bekanntlich

n 1 k 5 n—k
pcem= () () (0) ekonzn

Eine solche Situation tritt recht hiufig auf, und deshalb pridgen wir eine Reihe von
Begriffen.
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11 Definition
Eine ZufallsgréBe X, die die Werte k = 0,1,2,3,...,n mit der Wahrscheinlichkeit

n e
Pex =1 = (3) o -p
annimmt, heifit binomialverteilt, genauer B(n, p)—verteilt.

12 Definition

Ein Zufallsversuch, der nur zwei Ergebnisse hat, heilt Bernoulli—Versuch. Eines
der Ergebnisse nennt man Erfolg, und man bezeichnet seine Wahrscheinlichkeit
mit p. Das andere heifit Misserfolg, seine Wahrscheinlichkeit 1 — p wird oft mit ¢
bezeichnet. Wiederholt man den Versuch n—mal so, dass die Erfolgswahrscheinlich-
keit dabei immer gleich bleibt, nennt man dies eine Bernoullikette der Linge n
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Die Zufallsgréfle ,,Anzahl der Erfolge bei einer Bernoullikette der Lange n mit
der Erfolgswahrscheinlichkeit p “ ist B(n,p)—verteilt. Solche Zufallsgrofien treten
in Anwendungen hiufig auf, deshalb notieren wir wichtige Eigenschaften. Zunéchst
geben wir den Erwartungswert und die Varianz an:

13 Satz
Es sei X binomialverteilt mit den Parametern n und p. Dann ist

E(X)=np und V(X)=np(l-p)

Man beweist den Satz mit dem iiblichen Summentrick, indem man X als Summe
X1+ Xo + -+ -+ X, darstellt.

Zum Versténdnis von Anwendungssiationen miissen wir eine Vorstellung davon
haben, wie das Histogramm einer binomialverteilten Zufallsgrofle aussieht. Es hat,
grob gesprochen, Buckelform, es ist eingipflig. Die Kuppe des Buckels liegt in der
Néihe des Erwartungswertes. Beide Aussagen ergeben sich aus diesem technischen
Lemma.

14 Lemma
Es sei X eine B(n,p)—verteilte ZufallsgréBe. Dann gilt

PX=k) < PX=k+1) <= k<np—(1-p)
firk=0,1,2,...,n—1.

Wir haben das Lemma bewiesen, indem wir die beiden Terme ausgeschrieben
haben und eine Reihe naheliegender Vereinfachungen vorgenommen haben.

6.3 Standardisierte Zufallsgréfien

15 Definition
Es sei X eine ZufallsgréBe mit Erwartungswert p und Standardabweichung o. Dann

heifit
_X-p

g

X*

die zu X gehdrige standardisierte Zufallsgrofle.

16 Lemma
Es sei X* die zu X gehdrige standardisierte Zufallsgrofie. Dann ist E(X*) = 0 und
V(X*)=1.
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Beweis. Wende die Regeln an!

Warum standardisiert man Zufallsgréfien? Wahrscheinlichkeiten P(X = k) sind
fiir binomialverteilte X schon bei ziemlich kleinen n nur mithsam auszurechnen. In
Anwendungen braucht man aber oft ziemlich grofie n. Zum Gliick sind die Histo-
gramme von binomialverteilten Zufallsgréfien mit nicht zu kleiner Varianz Transfor-
mationen der gleichen Urkurve. Das heifit, wenn man sie standardisiert, bekommt
immer das gleiche Histogramm, und damit kann man dann die benttigten Wahr-
scheinlichkeiten berechnen.

Beispiel. Es sei X B(50, %}verteilt. Dann nimmt X die Werte k = 0,1,2,...,50
an. Wie wir wissen, ist E(X) = 50% =10und o = /50 - % : % = /8. Die zugehorige
standardisierte Zufallsgrofie X* nimmt folglich die Werte

09 4
V8 VBB

an, und es ist

(-2 - e = () ()

Beim Zeichnen des Histogramms von X* muss man beachten, dass die Wahrschein-
lichkeit eines Wertes der Inhalt des Késtchens ist, das auf dem Wert steht. Da die

Késtchen im Histogramm von X* die Breite % = % haben, hat das Késtchen auf

5=t die Hohe oP(X = k).

Abbildung 9: Histogramme von X (links) und von X* (rechts, mit dem Graphen
von Finns Kurve) fiir B(50, £ )-verteiltes X

6.4 Einschub — fiir Marvin

Wenn man zu der Uberzeugung gelangt ist, dass es eine Funktion f gibt, deren
Graph die Urkurve ist, die zu den Histogrammen der standardisierten Zufallsgrofien
X* der B(n,p)-verteilten X passt, kann man versuchen, f zu bestimmen.

Abbildung 10 zeigt links das Histogramm des B(50, £ )-verteilten X, das Kést-
chen zu einem Wert k ist ausgefiillt. Rechts ist Finns Kurve und das Késtchen auf
dem Wert

T = k—n
o

zu k. Beide Késtchen haben den Inhalt P(X = k). Das rechte Kiistchen hat die
Breite % und die Hohe f(x), also gilt

P(X =k) = —f(2) . (18)



Abbildung 10: Sdulen auf dem Wert k im Histogramm von X (links) und auf dem

v k—
zugehdrigen x = “=£

Wir kénnen die Parameter n und p von X ruhig verstellen, allerdings soll der Wert
von x dabei nicht verdndert werden; es muss also stets

k=zo+p (19)

gelten.

Wir werden nun die Ableitung f’(x) von f(x) bestimmen. Zu k + 1 gehort der
Wert

ktlzp_ 1
Wir bilden
Het =00 (o 1) - i) =
= 0 (P(X=k+1) - P(X =k)) (20)
Nun ist

= (Z) i J_r ]fp‘““(l —p)" - (Z) pra—pnF=

k
- )(z>pk<1p>“<z+’f~&1> -

ny\ & nek MW —kp—k—1+kp+p
(i) e+ 1)1~ 7)
Y\ k nk 0 —1l+4p
= 1-— 21
()= 2l ey
denn np — k = —zo. Wir setzen dieses Ergebnis in Gleichung (20) ein und erhalten
f(l‘—Fé) _f('r) - o2 n pk(l _p)nflc —zo—1+p
1 k (k+1)1—p)
Nun ist o P(X = k) = f(z). Damit erhalten wir
fJ;-i-% — f(x) —xo—1+
( 1> = (Tf(l’) P =
> (k+1)(1-p)
—anp(l —p) —o +po —zp(l—p) -7+
= f(x) = f(z) "
(k+1)(1-p) (7 +3)1=p)
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Schauen wir uns den letzten Term an. Wenn n gegen Unendlich lduft, strebt & gegen
0, denn in o steht ja nur y/n. Fiir das £ im Nenner gilt

k  np+zxo ro
n n P P

Insgesamt erhalten wir

f(z+1) = flo)

oy ) B af(e)

Q |~

also schlie3lich

flz) = —zf(x) . (22)

So, das ist es! Dies ist eine Differentialgleichung fiir f(z), und wir kénnen sie
sogar losen! Wir miissen nur durch f(z) dividieren und einmal scharf hinschauen:
f'(x)
flx

1
In(f(z)) = —§x2 + ¢ fiir eine feste Zahl c € R

f(z) = e—%mz"‘c = C'e_%‘r2 fiir eine feste Zahl C > 0

Nun muss nur noch der richtige Wert von C' ausgerechnet werden. Das hat Finn
erledigt: Finns Kurve ist der Graph der Gauifunktion

o(z) = e 2% . (23)

Die Rechnung soll den Term der GauBfunktion plausibel machen, ein strenger
Beweis ist das nicht. Vor allem fehlt der Nachweis, dass iiberhaupt eine Urkurve
existiert. Ein solcher Nachweis fithrte aber wirklich zu weit.

6.5 Ein paar Bilder

In Abbildung 11 siehst du Histogramme B(200, p)—verteilter Zufallsgréflen fiir die
p—Werte %, 1%, %, 1% und %—g. Die Abbildung 12 zeigt die Histogramme der zu-
gehorigen standardisierten Zufallsgrofien, jeweils mit Finns Kurve. Du siehst, dass
Finns Kurve gut passt. Dass du etwas achtgeben musst, siehst du an den Histogram-
men in Abbildung 13. Wenn die Varianz zu klein ist, solltest du nicht mit Finns

Kurve arbeiten. Nimm sie nur, wenn du nicht zu Fufl rechnen kannst.
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Abbildung 12: Histogramme der standardisierten ZufallsgroBen X* zu B(200, p)—
1 2 5 8 19

verteilten X fiir p = 55, 755 155 10> 29> Jeweils mit Finns Kurve
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Abbildung 13: Histogramme der standardisierten Zufallsgréfien X* zu B(n, 13—0)7
verteilten X fiir n = 5, 10, 20, 40, 80, jeweils mit Finns Kurve
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Abbildung 14: B(40, 3)-verteiltes X und zugehoriges X* in einem Schaubild
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6.6 Die Niherungsformeln von de Moivre und Laplace

Es sei X eine B(n,p)-verteilte Zufallsgroffe. Wahrscheinlichkeiten P(X = k) und
erst recht welche der Form P(X < k) kann man nur fiir sehr kleine Werte von n
und k ausrechnen, viel kleinere, als in den Anwendungen vorkommen. Hier hilft
man sich mit Naherungsformeln, und das geht so: Zunéchst standardisiert man X,
man geht also iiber zu

_X—u

0

X*

Aus dem Rechteck auf dem Wert & im Histogramm von X mit der Breite 1 und der
Hohe P(X = k) wird das Rechteck auf k;“ mit der Breite 2 im Histogramm von
X*. Die Hohe des Rechtecks muss folglich o - P(X = k) sein. Da das Histogramm
von X* gut zu Finns Kurve mit der Gleichung

3" (24)

passt, gilt folglich

o
also
. k—u 1 k—u) 1 _1(kze)?
P(X=k=P|X"= A~ — = e 2% 25
R e R e &

— dies ist die lokale Ndherungsformel von de Moivre und Laplace.

Vollig analog erhélt man

}%XSM:PCW§k_M>z/MGHﬂ@M:®<k+;ﬁv (26)

mit
d(x) ::/ p(t)dt . (27)

Gleichung (26) ist die integrale Nidherungsformel von de Moivre und La-

place. Das % bei der oberen Grenze des Integrals verhindert, dass man im Histo-

gramm von X * die Hélfte des Késtchens auf kTT“ weglésst.

Das Integral iiber ¢ kann man nicht geschlossen berechnen, da ist man auf Ta-
bellen fiir ® angewiesen. Ansonsten ist die Anwendung der Formeln eigentlich nicht
schwierig. Wichtig ist, dass du stets die Flichen in den Histogrammen vor Augen
hast, die zu den gesuchten Wahrscheinlichkeiten gehoren, dann kommst du gut zu-
recht. Insbesondere solltest du gut verstanden haben, was bei der Standardisierung
passiert; vertiefe dich ruhig noch einmal in die Abbildung 14 auf Seite 31.

6.7 Die 0—Regeln

Es sei X eine binomialverteilte Zufallsgrofle. Wenn die Varianz von X grofl genug
ist, konnen wir das Histogramm von X* getrost durch Finns Kurve ersetzen, also
durch den Graphen von . Nun ist — du solltest den Graphen von ¢ immer vor
Augen haben —

/1 o(x)de = ®(1)—B(—1) = &(1)—(1-B(1)) = 20(1)—1 ~ 2:0.8413—1 = 0.6826 ,
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und das heif3t doch
P(-1<X*<1)=P(|X" -0/ <1)=0.6826 .

Wir machen daraus eine Aussage iiber X selbst. Dazu iiberlegen wir uns, welcher
Wert = der Merkmalsachse beim Standardisieren auf die 1 kam:
T—p
o

=1 <= z=p+o-1

Also gilt
P(|X —pl<o) = Plu—o< X <pu+o) = 0.6826 .

Man kann folglich sagen: Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert in der o-
Umgebung von p annimmt, ist etwa 68%. Man sollte die Zahl nicht zu genau neh-
men, da X ja nur ganzzahlige Werte annimmt, aber bei richtigem Gebrauch hat
man eine sehr niitzliche Faustregel. Ich formuliere sie als Lemma;:

17 Lemma (c—Regel)
Es sei X eine binomialverteilte ZufallsgroBe. Dann ist

P(|X — u| < o) ~0.68

P(|X — p] < 20) = 0.95
P(|X — p| < 30) = 0.997

|
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Abbildung 15: Flidche unter Finns Kurve zwischen —1 und 1 (links) und die o—
Umgebung von 4 im Histogramm des B(40, £ )-verteilten X (rechts). Beide Flichen
haben jeweils etwa den Inhalt 0.68 .

Beispiel. Ein Wiirfel wird 1200—mal geworfen, und es sei X die Anzahl der ge-
worfenen Sechsen. Dann ist X binomialverteilt, y = 1200-% =200, 0 = 41/200 - % ~

12.9 . Fithrt man den Versuch durch, wird die Anzahl der gewiirfelten Sechsen mit
der Wahrscheinlichkeit 0.68 zwischen 187 und 213 liegen und mit der Wahrschein-
lichkeit 0.95 zwischen 174 und 226, und nur sehr selten wird man mehr als 239 oder
weniger als 161 Sechsen beobachten. Die tatséchlich beobachteten Werte liegen also
in einem recht kleinen Teil der Merkmalsachse.
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6.8 Technische Ubung

Hinweis: Zeichne dir immer Skizzen der Histogramme!

1. Berechne f;’ o(x)dz.
2. Fiir welches z ist ®(x) = 0.8 ? Was bedeutet das anschaulich?
3. Es sei X B(2400, §)-verteilt. Berechne

(a) P(X =) .
(b) P(X < 350) .

(¢) P(|X — p| > 80) (vergleiche den Wert auch mit dem entsprechenden
Tschebyscheflrisiko) .

(d) a so, dass P(|X — p| < a) = 0.7 ist.
(e) z so, dass P(X < x) =~ 0.01 ist.

4. Es fiir jedes Paar (n,p) jeweils eine moglichst kleine Umgebung des Erwar-
tungswertes so gesucht, dass die B(n,p)—verteilte Zufallsgroe X mindestens
mit der Wahrscheinlichkeit 0.95 einen Wert in dieser Umgebung annimmt.
Verwende dazu die Tabelle, Finns Funktion und den Befehl Ualpha aus der
Datei simulieren.mn . Vertragen sich die Ergebnisse? Werte: n = 200 und
n=20,p=04und p=0.1.

5. Es sei X eine B(n,p)-verteilte ZufallsgroBe. Wie schauen uns an, wie die
Standardabweichung ¢ von n und von p abhéngt. Bei festem p ist o pro-
portional zu 4/n; wenn man n vervierfacht, verdoppelt sich o, das ist klar.
Wie o bei festem n von p abhéngt, muss man sich genauer anschauen. Wegen
o = /np(1 — p) = /ny/p(1 — p) kommt es auf die Funktion p — /p(1 — p)
an. Wie sieht die aus? Was kommt heraus, wenn p nahe bei 0 oder nahe bei 1
liegt? Fiir welches p ist der Wert der Funktion maximal, und wie grof ist der
maximale Funktionswert?

6. Zum Schlufl noch eine interessantere Aufgabe: Acht Jiger haben eine Rot-
te von zwolf Wildschweinen gestellt. Jeder Jiger nimmt ein Wildschwein aufs
Korn, und auf ein Zeichen schieflen alle gleichzeitig. Wildschweine sind schlau,
jeder kann nur einmal schieflen, und die Jéager konnen keine Absprachen tref-
fen, wer auf welches Wildschwein schiefit. Dafiir sind die Jager gute Schiitzen;
jedes Wildschwein, auf das ein Jéger schiefit, ist hin. Wieviele der zwolf Wild-
schweine werden das Treffen {iberleben?
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7 Schitzen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit

7.1 Das Konfidenzintervall

Du findest nahezu téglich Meldungen, wieviel Prozent Wahlerstimmen eine Partei
bekidme, wenn heute Wahl wére, oder welcher Anteil der Leute fiir ein absolutes
Rauchverbot in Gaststitten oder fiir ein generelles Tempolimit auf den Autobahnen
ist. Woher wissen die eigentlich diese Zahlen? Die befragen nicht alle Leute — hat
dich denn schon einmal jemand befragt? — denn das wére kaum durchfithrbar und
sehr teuer, sondern man ,zieht eine Stichprobe®, das heifit, man wihlt eine Anzahl
von Leuten aus und befragt die, und das Ergebnis der Befragung in der Stichprobe
rechnet man hoch auf die Grundgesamtheit.

Man muss natiirlich etwas Acht geben. Befragt man nur Leute aus einem Stadt-
teil in Berlin, der mehrheitlich von Sozialhilfeempfangern bewohnt wird, wird man
andere Antworten bekommen als in einem Miinchner Vorort mit hoher Millionérs-
dichte. Demoskopen versuchen, eine ,,repriasentative“ Befragung durchzufiihren; ihre
Stichprobe soll die Verhéltnisse in der Gesamtbevolkerung gut widerspiegeln.

Nun, solche praktischen Fragen iiberlassen wir den Demoskopen. Wir gehen da-
von aus, dass eine sehr grofle Grundgesamtheit vorliegt, in der ein unbekannter
Anteil p ein bestimmtes Merkmal hat, zum Beispiel am néchsten Wahltag die Pira-
ten wéhlen zu wollen. Wir wéhlen n Elemente der Grundgesamtheit zufillig aus und
stellen fest, wieviele von diesen n das Merkmal haben. Diese beobachtete Anzahl
k ist dann eine Realisierung einer B(n,p)—verteilten Zufallsgrofie X . Ist dir klar,
was das heifit? Noch einmal: Eine solche Befragung durchfiihren ist nichts
Anderes als einen Wert einer B(n,p)—verteilten Zufallsgré8e X auslosen.

Mit solchen Dingen kennen wir uns ja aus. Der gesuchte Anteil p ist der Erwar-
tungswert der Zufallsgréfie X = %X , und mit wachsendem n stabilisiert sich der
beobachtete Wert von X um das gesuchte p. Fiir die tatséchliche Befragung ergibt
sich das aus dem empirischen Gesetz der groflen Zahl, fiir das abstrakte X aus
Bernoullis schwachem Gesetz der grofien Zahl; das wissen wir alles. Der springende
Punkt ist, dass wir nur einen einzigen Wert k fiir ein festes n bekommen, eben das
Ergebnis der Befragung, und der Schiatzwert p, der sich daraus ergibt, ist

.k
p=—-
n
da sind sich wohl vom Grundschulkind iiber uns bis zum Professor fiir Mathemati-

sche Statistik alle einig.

Und nun? Ist das schon das Ende der Geschichte? Natiirlich nicht. Wir sollten
schon mehr sagen konnen als das Grundschulkind. Du weifit, wie das Histogramm
einer B(n, p)-verteilten Zufallsgrofie X aussieht, und du kennst die Wahrscheinlich-
keit

P(X =) = (’;) P — )t

dafiir, dass der beobachtete Wert k auftritt. Diese Wahrscheinlichkeit ist fiir jedes p
mit 0 < p < 1 positiv, das heifit, auf Grund der Beobachtung k kénnen wir kein ein-
ziges dieser p ausschliefen — eine trostlose Konsequenz. Was tun? Stochastik treiben,
meine Lieben, heifit zocken. Wer kein Risiko eingehen will, eine falsche Auskunft zu
geben, dem hilft die Stochastik herzlich wenig. Was den Stochastiker auszeichnet,
ist, dass er dieses Risiko quantifiziert. Er nennt es Irrtumswahrscheinlichkeit
und bezeichnet es gewohnlich mit dem Buchstaben a. Ein haufig verwendeter Wert
ist a =5% = %. Und so lduft die Sache: Man geht davon aus, dass das beobachtete
k nicht zu weit vom Erwartungswert np von X entfernt ist. Genauer: Man bildet
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eine Umgebung des Erwartungswertes, die so gro8 ist, dass ein ausgeloster Wert von
X mit mindestens der Wahrscheinlichkeit 1 —«a in dieser Umgebung liegt. Natiirlich
macht man diese Umgebung nur so grof}, wie sie unbedingt sein muss. Thren Radius
bestimmt man mit Finns Funktion zu

o! (1 — %) o~1.960 |

sie geht also von np—1.964/np(1 — p) bis np+1.964/np(1 — p). Nun bestimmt man

das Intervall all der Werte p, fiir die das beobachtete k in dieser Umgebung liegt:
Dieses Intervall heifit Konfidenzintervall zur Irrtumswahrscheinlichkeit o, und
das Intervall ist die Losung des Problems.

Der Politiker ist in der Regel nicht besonders gliicklich mit diesem Ergebnis,
er wollte ja eine klare Antwort, also eine scharfe Zahl, also das wahre p, aber das
kann ihm niemand sagen. Jede neue Befragung wird ein neues k£ und damit ein neues
Intervall ergeben, und man muss davon ausgehen, dass im Mittel 5% dieser Intervalle
das wahre p nicht einmal {iberdecken. Natiirlich ist es einfacher, nur eine Zahl zur
Kenntnis zu nehmen, aber es ist Selbstbetrug. Wenn es den Kunden gliicklich macht,
sollte man ihm halt seine Illusionen lassen; du allerdings sollst verstehen, wie die
Dinge wirklich liegen.

150

100

o.o ol na L Bc] o4 0.5 al] o0 0E oy 10

Abbildung 16: Hier siehst du die Kurven y = 200p &+ ®1(0.95),/200p(1 — p) =
w4 ®71(0.05) - o angetragen. Bei jedem p liegt zwischen den Kurven genau der
Bereich mit den Werten des B(200, p)—verteilten X, die zusammen etwa die Wahr-
scheinlichkeit 90% haben. Die waagerechte Linie beim beobachteten Ausgang 160
schneidet die beiden Kurven genau bei den Grenzen des Konfidenzintervalls zur
Irrtumswahrscheinlichkeit 0.1.

Aufgabe zum Schitzwert p. Wir haben die Realisierung k einer B(n,p)-
verteilten Zufallsgroffe X beobachtet. Der Wert von p ist unbekannt und soll ge-
schitzt werden. Es ist plausibel, als Schitzwert p fiir p den Wert zu nehmen, fiir
den die Wahrscheinlichkeit

Pex =1 = (3) - p = 1)

dass X den beobachteten Wert k& annimmt, méglichst grol wird (Maximum-Likeli-
hood-Methode). Man sieht also diese Wahrscheinlichkeit als Funktion von p an.
Rechne aus, fiir welchen Wert p € [0;1] das f(p) maximal wird.
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Abbildung 17: Der oberste Graph gehort zu Finns Funktion. Der Inhalt der
(vollstindigen) Schwiinze links und rechts ist jeweils 0.025, die schneiden wir weg,.
Das Mittelstiick hat dann den Fldcheninhalt 0.95. Dieses gestutzte Mittelstiick de-
standardisieren wir und erhalten den Mittelteil von Histogrammen zu n = 200 mit
einigen Werten von p; das sind die {ibrigen Graphen. Du siehst die Merkmalsachse
mit n = 200, der schwarze Strich markiert das beobachtete k. Am besten stellst du
dir vor, dass p von 0 bis 1 wéchst. Die p—Werte der ersten beiden sind zu klein,
das p des dritten ist das kleinste p des Konfidenzintervalls, das p des vierten liegt
im Innern des Konfidenzintervalls, das p des fiinften schon wieder auflerhalb. Am
sechsten erkennt man schén, wie sich die Form des Histogramms mit p dndert.
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7.2 Berechnung des Konfidenzintervalls

Es wurde ein Wert k einer B(n, p)—verteilten Zufallsgrofie X beobachtet, und nun
soll der unbekannte Wert p geschitzt werden. Der, der den Schéitzwert haben
mochte, muss eine Irrtumswahrscheinlichkeit « vorgeben, die er in Kauf zu neh-
men bereit ist. Wir berechnen uns zu diesem o den Wert
@

a:=o! (1 - 5) , (28)
dann nimmt X etwa mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o einen Wert zwischen 1 — ao
und g + ao an. Wir gehen davon aus, dass das beobachtete k£ in diesem Bereich
liegt. Dann ist p hochstens ao von k entfernt:

k= pl <ao

Wir diirfen diese Ungleichung quadrieren, weil beide Seiten nichtnegativ sind. Wenn
wir noch g bzw. o durch np bzw. y/np(1 — p) ersetzen, erhalten wir

(k—np)® < a’np(1—p) .
Umformen ergibt, wenn ich richtig gerechnet habe,
(n? + a*n)p? — (2kn + a*n)p + k* <0 .

Auf der linken Seite steht der Term einer nach oben offenen Parabel, die Lésungs-
menge der Ungleichung ist also das von den Nullstellen begrenzte Intervall.

Hat das Intervall die Form [p;, p,], ist p; der kleinste p—Wert, fiir den k noch in der

ac—Umgebung des Erwartungswertes liegt, und p, ist der groite (siehe Abbildung

18). Die o—Werte unterscheiden sich etwas, und zwar um so mehr, je néher p := %

Abbildung 18: k, p; = np; und p, = np,

bei 0 oder bei 1 ist. In der Regel kann man sich das Leben leicht machen und die
Anderung ignorieren. Man geht dann von p einfach um

av/mpl=p) _ [p0—7)

nach rechts und nach links und hat schon das Ndherungskonfidenzintervall
S1—7 1—7
[ﬁ_a /Mﬁw/mm] | (29)
n n
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Beispiel. Um herauszufinden, welcher Anteil der Bevolkerung Espelkamps einen
Vatertagsausflug macht, befragt ein Institut die 200 Schiiler der Stufe Q1 des
Soderblom—Gymnasiums. Es antworteten 160 Schiiler mit ja. Obwohl die Umfra-
ge offensichtlich nicht représentativ ist, kann man natiirlich ein Konfidenzinter-
vall zur Irrtumswahrscheinlichkeit o = % ausrechnen; die Theorie schiitzt nicht
vor torichten Handlungen. Das exakte Konfidenzintervall berechnet MuPAD zu
[0.74961,0.84238]. Um das Niherungskonfidenzintervall zu bekommen, berechnen
wir
160 /p(1 —p)
200’ 200
und das fiihrt zu dem Intervall [0.7534, 0.8465].

a=®"10.95) ~1.645 , p = ~ 0.028284 ,

7.3 Was bedeutet die Irrtumswahrscheinlichkeit «?

Gerade haben wir ein Konfidenzintervall zur Irrtumswahrscheinlichkeit o = % fir

p ausgerechnet und [0.75,0.85] gefunden. Am liebsten sagte man nun, dass das
gesuchte p mit 90%—iger Sicherheit in diesem Intervall lige, aber das ist vélliger
Quatsch. Das hiele ja, wenn man den Versuch oft durchfiihrte, lige das gesuchte
p in etwa 90% der Fille in diesem Intervall. In Wirklichkeit aber bekdme man bei
jeder Durchfiihrung ein neues Intervall, und auf lange Sicht iiberdeckten etwa 90%
dieser Intervalle das wahre p. Ergebnis des Zufallsversuchs ,,Stichprobe ziehen und
zum Ergebnis das 90%-Konfidenzintervall ausrechnen® ist ein Intervall und nicht
etwa ein p. Man kann also nur das gefundene Intervall anschauen und zur Kenntnis
nehmen, dass es mit einem Verfahren bestimmt wurde, das im Mittel in 90% der
Fille brauchbare Intervalle liefert; mehr ist nicht drin.®

Ich spitze die Sache noch etwas zu. Bei der Lernstandserhebung der Stufe 8
verwendet die auswertende Landesbehorde einen Test mit der Irrtumswahrschein-
lichkeit 20%. Nehmen wir an, dank der hervorragenden Arbeit der Landesregierung
erfiillten alle achten Klassen in ganz Nordrhein—Westfalen die gestellten Anforderun-
gen. Dann wiirden trotzdem im Mittel 20% der teilnehmenden Klassen beanstandet
— zu Unrecht, wohlgemerkt. Schau, da lernst du was iiber Statistik!

5Sieh dir dazu die Abbildung 19 auf Seite 40 an und meditiere ein paar Minuten dariiber!
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Abbildung 19: Zur Bedeutung von « beim Konfidenzintervall: Hier wurden dreiflig
Werte der B(200, %}verteilten Zufallsgrofle X ausgelost und zu jedem Wert das
Konfidenzintervall zur Irrtumswahrscheinlichkeit o« = 0.1 berechnet. In dem Bild
sind die dreiflig Konfidenzintervalle dargestellt, jedes als Strecke parallel zur p—
Achse. Bei p = % ist eine senkrechte Strecke eingezeichnet. Man erkennt leicht, dass
zwar die meisten, aber nicht alle Intervalle das zu schitzende p iiberdecken. Noch-
mal: Die Irrtunmswahrscheinlichkeit sagt nur etwas iiber die Giite des Verfahrens
und nichts iiber das konkrete Intervall!
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8 Praxis

8.1 Erinnerung an den Kern der integralen Niherungsformel

Mein Hinweis, dass ihr den Graphen von Finns Funktion ¢ stets vor Augen haben
miisst und dass euch klar sein muss, was sie fiir binomialverteilte Zufallsgrofien
bedeutet, liebe Leute, war nicht nur so dahingesagt. Wenn ihr das aufler Acht lasst,
diirft ihr euch nicht wundern, wenn ihr im Dunkeln tappt. Hier ist noch einmal der
Kern der Sache in hoffentlich klaren Worten.

1. Wir beginnen mit Finns Funktion. Haufig spielt eine Irrtumswahrscheinlich-
keit a eine Rolle. Zu « bilden wir

a:=o&! (1—g>
2

Dann ist der Inhalt der Flidche unter dem Graphen von Finns Funktion zwi-
schen —a und a gerade 1 — «, und die Schwéinze haben jeweils den Inhalt .
Die Situation ist fiir o = 1—10 in Abbildung 20 dargestellt.

Abbildung 20: Achsensymmetrisches Fliachenstiick unter Finns Kurve mit Inhalt
1l-«a

2. Es sei X eine B(n, p)—verteilte Zufallsgrofle mit Erwartungswert u und Stan-
dardabweichung . Wie du weifit, wird das Histogramm von

fiir nicht zu kleine V(X) gut durch Finns Kurve angenéhert. Wir drehen den
Spiefl einmal herum. Wenn wir Finns Kurve in z—Richtung mit dem Faktor o
und in y—Richtung mit dem Faktor % strecken und anschlieffend um g nach
rechts verschieben, ndhert diese neue Kurve mit der Gleichung

1 (x,u) 1 —1(z=e)?
= — . — e o
Y o 4 o Vorm o

das Histogramm von X ganz gut an — siche Abbildung 21.

N

3. Zentrale Folgerung: Die Werte k von X, die in der ®~! (1 — %) -0—Umgebung
von y liegen, haben insgesamt etwa die Wahrscheinlichkeit 1 — a:

P<|X—u|§¢_1<1—%)0)z1—a (30)

Dabei haben wir auf halbe Késtchen keine Riicksicht genommen.
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Abbildung 21: Finns Kurve (links) geeignet transformiert passt zum Histogramm
des binomialverteilten X (rechts)

4. Ein Beispiel dazu: Wir suchen den Radius einer Umgebung des Erwartungs-
wertes u der B(40, %)fverteilten ZufallsgroBle X, in der ein ausgeloster Wert
von X mit der Wahrscheinlichkeit 90% liegt. Der Radius dieser Umgebung ist
— ohne Riicksicht auf halbe Késtchen —

& 1(0.95)0 ~ 1.6454/40 - = - = =~ 5.1 .

ot w
[ IR\

Die gesuchte Umgebung geht also von 24 —5.1 bis 24+ 5.1. Wir konnen sagen:
Etwa mit der Wahrscheinlichkeit 90% nimmt X einen Wert 19 bis 29 an. In
der Tat ist P(19 < X < 29) ~ 0.926 .

8.2 Skalen

Es sei X eine B(n,p)—verteilte Zufallsgrofe. Du kannst an eine Umfrage denken;
es werden n Leute aus einer Grundgesamtheit gefragt, ob sie fiir die Sommerzeit
sind, wobei der Anteil der Befiirworter in der Grundgesamtheit p ist. Will man den
Anteil p auf der Grundlage des beobachteten Ergebnisses der Befragung schétzen,
betrachtet man auch die Zufallsgrofe X = %X ; sie gibt die relative Haufigkeit der
Befiirworter in der Stichprobe an.

Und schon haben wir drei Skalen, die du gleichzeitig im Blick haben solltest; sie
sind in Abbildung 22 dargestellt. Die obere Skala ist die z—Achse von Finns Kurve,
die mittlere die Merkmalsachse von X und die untere die Merkmalsachse von X.
Zu einem Wert a auf der Skala von Finns Kurve gehort in natiirlicher Weise der

Wert p+ao auf der Merkmalsachse von X und der Wert p +a? auf der Achse von
X, denn es gilt

a
/go(m)dsz(,u—aangu—i—aU):P(p—a~ S)_(Sp—i—wg)

—a n

31Q

Schauen wir uns ein Beispiel an: Es sei p = % Wie grofl muss n mindestens
sein, damit die beobachtete relative Haufigkeit mit der Wahrscheinlichkeit 90% um

hochstens 0.01 von p abweicht? Nun, die 0.01 gehdren zur unteren Skala, also der
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Abbildung 22: Skalen von ¢, X und X

von X. Auf der mittleren Skala ist die zulissige Abweichung 0.01n. Wegen der 90%
ist auf der Skala von Finns Kurve

a=®"1(0.95) ~ 1.645 .

Daraus ergibt sich der Ansatz 0.01n = ao. Man rechnet ein wenig:

0.0ln =1.6454/n - = -

o] w
o &
[SIRN)

0.0001n* = 1.645% - n - —
" T
und findet dann n > 6493.3. Man sollte also mindestens 6494 Leute befragen. Das
ist ziemlich viel. Wohl die allermeisten Aussagen, die auf der Basis von Umfrage-
ergebnissen gemacht werden, stiitzen sich auf bedeutend kiirzere Stichproben; und
das verrdt Einiges iiber die Belastbarkeit dieser Aussagen.

8.3 Beispiel fiir die Berechnung von n bei bekanntem p

Eine beliebig gewéhlte Schraube aus einer Serienfertigung sei mit der Wahrschein-
lichkeit p = % unbrauchbar. Wie viele Schrauben sollte man kaufen, wenn man
unbedingt 100 brauchbare Schrauben haben muss?

Das ist die Aufgabe. So kénnen wir sie nicht 16sen: Selbst bei einer Million gekauf-
ter Schrauben besteht eine positive Wahrscheinlichkeit, dass weniger als 100 davon
brauchbar sind. Man muss ein Risiko quantifizieren, das man bereit ist, einzuge-
hen. Sagen wir also, die Schrauben sollen mit 99%—iger Sicherheit reichen. Dann ist
die Anzahl n der zu kaufenden Schrauben so zu bestimmen, dass fiir die B(n, 13)-
verteilte Zufallsgrofie X

P(100 > X) > 0.99 bzw. P(X < 100) < 0.01

ist; hier ist X die Anzahl der Brauchbaren unter den n Schrauben.

Mit den iiblichen Bezeichnungen heifit das, dass

100 —
® (X* < a
ag

) <001 ,
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also 1
100—p—3 < ®71(0.01) - o

sein muss. Wir ersetzen das < durch = und quadrieren. Das ergibt die quadratische
Gleichung

(99.5 — np)? = (1(0.01))* np(1 — p) ,

fiir n. MuPAD gibt die Lésungen 99.4 und 110.34 als Néherungswerte der Losungen
der Gleichung aus, und wir entnehmen dem, dass man 111 Schrauben kaufen sollte.

Zur Kontrolle bilden wir fiir B(111, 33)-verteiltes X

P(X >100) ~ 0.9903 |

das passt.

Anmerkung: Du folgst hoffentlich meinem Rat, dich immer an den Histogram-
men zu orientieren und auch sonst deinen Verstand zu benutzen. Sonst musst du
die quadratische Ungleichung selbst 16sen, und das ist recht léstig.

8.4 Berechnung von n bei unbekanntem p

Der Anteil p der Leute in der Gesamtbevilkerung, die fiir die Abschaffung der
Hausaufgaben sind, soll auf einen Prozentpunkt genau bestimmt werden. Wie viele
Leute muss man befragen?

Wir brauchen eine Irrtumswahrscheinlichkeit, da nehmen wir 5%. Die Anzahl
der Leute in einer Stichprobe der Linge n, die fiir die Abschaffung der Hausaufga-
ben sind, ist eine B(n,p)—verteilte ZufallsgroBe X, und der Radius der Umgebung
des Erwartungswertes, in dem ein ausgeloster Wert von X mit etwa der Wahr-
scheinlichkeit 95% liegt, ist ®~1(0.975) - ¢ — in solchen Dingen bist du nun fit, da
wird kein grofles Theater mehr drum gemacht. Damit kénnen wir einen Ansatz hin-
schreiben, wir brauchen nur die 0.01 von der Skala der relativen Haufigkeiten auf
die Merkmalsskala von X umzurechnen:

®1(0.975)0 < 0.01n
Ausschreiben, quadrieren und nach n auflésen ergibt

1(0.975)2

nz—7omP1l-p)

Im ungiinstigsten Fall wissen wir {iber p iiberhaupt nichts. Dann kénnen wir uns
daran halten, dass

p(l—p) < (31)

RNy

ist®, und dann ist wegen

1.962 - 100% - = ~ 9603.6

1
4
n = 9604 garantiert ausreichend. Es mag aber sein, dass man Vorinformationen
iiber p hat, vielleicht durch eine kleine Vorumfrage, durch alte Umfragergebnisse
oder infolge der Uberlegung, dass die selbstéindige Auseinandersetzung mit dem
Gegenstand bei der Erledigung von Hausaufgaben fiir das Verstédndnis fiir jeden
erkennbar so wichtig ist, dass p sicherlich mindestens 99% betrigt. In dem Fall kann
man p(1 — p) durch 0.99 - 0.01 ersetzen und erhiilt n = 381 als Stichprobenumfang.
Und solltest du p in der Ndhe von einem Prozent schitzen, kommt dasselbe heraus.

6siehe die Aufgabe unten
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Aufgabe zu p(1 — p) . Wie grofl kann p(1 — p) werden? Du kannst das als
gewOhnliche Extremwertaufgabe behandeln, du kannst aber auch nachrechnen, dass
jeder Punkt der durch y = /p(1 — p) gegebenen Kurve von (%,0) die Entfernung
% hat: die Kurve ist ein Halbkreis! Vergleiche Abbildung 23.

Abbildung 23: Der Graph von p — 1/p(1 — p) ist ein Halbkreis!

8.5 Ein Testproblem

Ein GroBlhéndler hat mit dem Schraubenhersteller eine Vereinbarung getroffen: Fin-
den sich in einer Stichprobe von 100 Schrauben mehr als 7 unbrauchbare, wird die
Lieferung zuriickgeschickt.” Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine Lieferung mit
5% unbrauchbaren Schrauben zuriickgeschickt, mit welcher Wahrscheinlichkeit wird
eine Lieferung mit 12% unbrauchbaren Schrauben akzeptiert?

Wir bezeichnen die B(100, p)-verteilte Zufallsgréfie mit X,. Die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Lieferung mit 5% unbrauchbaren Schrauben zuriickgeschickt wird,
ist

P(Xg05 >7)=1—P(X005 <7)~1—0872=0.128 ,
und die Wahrscheinlichkeit, dass eine Lieferung mit 12% unbrauchbaren Schrauben

akzeptiert wird, ist

"Eine solche Vorschrift heifit Entscheidungsregel.
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9 Zweite Klausur am 6. Juni 2012

1. Idealer Wiirfel
Ein idealer Wiirfel wird 2400-mal geworfen. Es sei X die Anzahl der gewor-
fenen Fiinfen.

(a)
(b)

Wieviele Fiinfen wird man im Mittel erhalten? [3]

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird man bei einer Durchfiihrung des
Versuches genau diese Anzahl von Fiinfen beobachten? [10]

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird man hochstens 410 Fiinfen beob-
achten? (6]

Gib einen Bereich an, in dem die beobachtete Anzahl von Fiinfen aller
Voraussicht nach liegen wird. [6]

Wie oft muss man mindestens wiirfeln, wenn man mit mindestens 90%
Wahrscheinlichkeit mindestens 100 Fiinfen haben will? Schreibe einen
Ansatz hin und bearbeite ihn, bis nur noch eine Ungleichung mit kon-
kreten Zahlen fiir die gesuchte Anzahl n gelést werden miisste. Berechne
den Wert selbst nicht. [14]

Jens schreibt die Zahlen von 1 bis 6 auf einen Zettel und wirft den idealen
Wiirfel fiinfmal. Nach jedem Wurf streicht er die gewiirfelte Zahl auf dem
Zettel durch. Mit welcher Wahrscheinlichkeit p wird die 2 auf dem Zettel
alle fiinf Wiirfe iiberstehen? Wieviele Zahlen werden am Ende des Spiels
im Mittel noch auf dem Zettel sein? 8]

2. Schitzen
Der Gesundheitsminister will wissen, wie hoch der Anteil der Leute ist, die zu
Organspenden bereit sind.

(a)

Im Jahr 2008 waren 2680 von 4000 befragten Personen zu einer Organ-
spende bereit. Zum Arger des Ministers wollte ein Statistiker, der daraus
den Anteil der Organspender berechnen sollte, eine Irrtumswahrschein-
lichkeit wissen. Der Minister will sich ja gar nicht irren! Wozu braucht
man denn eine Irrtumswahrscheinlichkeit? [4]

Auf der n#chsten Seite siehst du eine Grafik, die zu den vorliegenden
Daten passen sollte — allerdings ist der Bearbeiter vom Umfrageergebnis
268 unter 400 ausgegangen. Welches Konfidenzintervall ergibt sich aus
der Zeichnung? Trage Hilfslinien ein, so dass zu erkennen ist, wie du dein
Ergebnis gefunden hast. [6]

Kann das eben zeichnerisch bestimmte Intervall zu den Originaldaten
passen? [4]

Der Minister hat auf Rat seiner Fachleute die Irrtumswahrscheinlichkeit
5% gewihlt. Schreibe eine Gleichung hin, aus der man die Grenzen des
exakten Konfidenzintervalls berechnen kann. Lose die Gleichung nicht.
8]

Der Minister schaut sich das vom Statistiker berechnete Intervall fiir
den Anteil p an und wundert sich, dass der beobachtete Schitzwert p
nicht in der Mitte des Intervalls liegt. Gib du Auskunft, ob p niher an
der linken oder ndher an der rechten Grenze des Intervalls liegt, und
gib einen Hinweis, warum das so ist. Du sollst das Intervall dafiir aber
keinesfalls ausrechnen! 8]

Berechne die Grenzen des Naherungskonfidenzintervalls zu den gegebe-
nen Daten. [8]
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(g) Der Minister schaut sich dein Ergebnis an. Aha, in diesem Intervall liegt
der gesuchte Anteil p mit der Wahrscheinlichkeit 95%, ja? Schon wér’s.
Erklare ihm, was die 95% wirklich bedeuten. [6]

(h) Eine neue Umfrage im Jahr 2011 ergab 74% potentielle Organspender.
Leider konnte ich nicht in Erfahrung bringen, wieviele Leute befragt wur-
den, und ohne diese Angabe bedeutet der Wert wenig. Nehmen wir an,
dass der im Jahr 2008 bestimmte Anteil das wahre p ist und dass man
jetzt nur 100 Leute befragt hat. Kann man dann sagen, dass sich der

Anteil der Organspender erhoht hat? [8]
(i) Wieviele Leute muss man befragen, wenn das N#éherungskonfidenzinter-
vall héchstens den Radius 0.02 haben soll? [10]
3. Noten

Acht der vierundzwanzig Schiiler des Kurses hatten eine drei auf dem Zeugnis.
Von den neun Schiilern mit dem zweiten Leistungsfach Biologie hatten vier
eine drei.

(a) Sind die Merkmale ,eine drei auf dem Zeugnis haben“ und ,,Biologie als
zweites Leistungsfach haben* stochastisch unabhéngig? [6]

(b) Die Stufenleiterin sieht in ihrem Verwaltungsprogramm bei einem Schiiler
des Kurses die Zeugnisnote drei in Mathematik. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit hat der Schiiler Biologie als zweites Leistungsfach? [6]
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10 Stetig verteilte Zufallsgrofien

10.1 Erstes Beispiel: Eine gleichverteilte Zufallsgréfle

Es sei X eine zufillig gewihlte Zahl aus dem Intervall [0; 2]. Wir kénnen uns die Sa-
che so vorstellen, dass wir aus diesem Stiick der Zahlengeraden einen Kreis machen
und einen Zeiger drehen, wie beim Gliicksrad, und die Zahl ist ausgelost, bei der
der Zeiger stehenbleibt. Allerdings soll der Zeiger genau eine reelle Zahl auslosen,
und da siehst du schon, dass die Sache nur in unserer Vorstellung perfekt lauft; jede
Realisierung ist unvollkommen.

Vielleicht stoBt du dich daran, dass die Zahlen 0 und 2 beim Verkleben zu
einer wurden, aber das ist nicht schlimm: jede Zahl aus [0;2] wird notwendig mit
der Wahrscheinlichkeit 0 ausgelost, auch die, die wirklich drankommt. Die Zahl 3
hingegen wird ebenfalls mit der Wahrscheinlichkeit 0 ausgelost, sie kann aber nicht
drankommen. In der Stochastik sagt man iibrigens von einem Ereignis, das die
Wahrscheinlichkeit 0 hat, es sei fast unmoglich.

Aber zuriick zu unserem X. Wir losen einmal 60 Werte von X aus und stellen
sie auf der Zahlengeraden dar (siehe Abbildung 24), sie liegen regellos verstreut, wie
es ja auch sein soll.

oo

Abbildung 24: Sechzig ausgeloste Werte von X

Offensichtlich gilt fiir alle Zahlen a,b mit 0 < a <b <2

b—a

Pla<X <b)=—

Teilen wir das Intervall in zwanzig gleiche Teile ein, fillt ein ausgeloster Wert von X
mit der Wahrscheinlichkeit % in ein bestimmtes Teilstiick. Wir fithren den Versuch
sehr oft durch und zeichnen ein empirisches Histogramm: auf jedem Teilstiick steht
ein Késtchen, dessen Inhalt die beobachtete relative Haufigkeit der Werte angibt,
die in dieses Teilstiick gefallen sind (Abbildung 25).

Wenn wir n = 500 Werte von X auslosen, diese der Grofie nach ordnen, beim k—
ten Wert x5, den Punkt (zy, %) zeichnen und diese Punkte der Reihe nach verbinden,
erhalten wir so etwas, wie es in Abbildung 26 dargestellt ist. Es handelt sich um
eine empirische Verteilungsfunktion von X, also ndherungsweise um den Graphen
der Funktion F' mit

F(z) = P(X <2) ;

idealerweise kommt ein Stiick der Geraden y = %x heraus.
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Abbildung 25: Empirisches Histogramm von X
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Abbildung 26: Empirische Verteilungsfunktion von X

10.2 Eine Summe gleichverteilter Zufallsgrofien

Wir verschaffen uns m = 30 Kopien X1, X5, ..., X, von X und bilden die Zufalls-
grofe

Y=Xi+Xo+ 4+ Xp=> Xj ;
k=1

praktisch gesprochen: wir losen m Werte von X aus und addieren sie. Die Werte
von Y liegen dann im Intervall [0, 2m]. Die den Abbildungen 24, 25 und 26 entspre-
chenden Abbildungen fiir Y siehst du in Abbildung 27 auf der Seite 50.

Beim empirischen Histogramm von Y in Abbildung 27 ist ein deformiertes Ex-
emplar von Finns Kurve mit eingezeichnet, es passt ganz gut. Das heifit aber doch,
dass fiir alle a,b mit 0 < a < b < 60

P(angb)z/bf(x)d:c (32)

ist; dabei ist f die deformierte Gauikurve. Fiir Y gilt eine dhnliche Aussage wie der
integrale Ndherungssatz von de Moivre und Laplace fiir binomialverteilte Zufalls-
grofen!
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Abbildung 27: Ausgeloste Werte, empirisches Histogramm und empirische Vertei-
lungsfunktion von Y’
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10.3 Deformationen von Finns Kurve

Auf welche Weise darf man die Gaulkurve y = ¢(x) deformieren? Natiirlich darf
man sie in x—Richtung verschieben, aber das reicht nicht, wir miissen auch die Merk-
malsachse strecken. Abbildung 28 zeigt die GauBlkurve y = ¢(x) und die Transfor-
mierte y = ¢ (%) fir ¢ = 2 Diese Transformation macht die Kurve fiir o > 1
breiter; an der Stelle x wird ja der Funktionswert von £ angetragen, und Z liegt
néher an 0 als x selbst. Damit der Flidcheninhalt bleibt, miissen die y—Werte mit %
multipliziert werden. Nun sind wir am Ziel: Eine brauchbare Deformierte von Finns

Kurve y = ¢(x) hat eine Gleichung der Form

1 T—p 1 —(E=e)?
= — = 2 o f d R.
f(x) ggo( = ) \/ﬂae iiroc>0und p € (33)

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 +

Abbildung 28: Die Kurven y = ¢(z) und y = ¢ (%)

Fiir 4 = 30 und ¢ = v/10 bekommen wir die passende Kurve zu unserem empiri-
schen Histogramm! Und mit Hilfe dieser Kurve kénnen wir die Wahrscheinlichkeit,
dass die ZufallsgroBe Y einen Wert in einem Intervall [a,b] annimmt, auf folgende

Weise exakt angeben. Es ist

M
3
~—r
N
U
8
Il

b b 1 B
P(agYSb)—/af(z)dx—/a\/m-e (

b—30
_ mgo(m)da::@ b—30)_¢<a—30)

“\;%) 10 v 10

Diese Funktion f heifit Dichtefunktion von Y.
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10.4 Die allgemeinen Begriffe

Nach diesen einfithrenden Beispielen will ich euch die allgemeinen Begriffe vorsetzen.

18 Definition
Es sei f : R — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

1. f(x) >0 fiirallex € R
2. Fiir alle a,b € R, a < b, existiert das Integral f; f(z)dx

3. [ fla)de=1

Dann ist durch
b
Pla< X <)) ::/ f(z)dx fiir allea,be R, a<b
a

eine stetig verteilte Zufallsgrofle X definiert. Die Funktion f heifit Dichte-
funktion von X und die Funktion F mit

F(z):=P(X <z)= /f ft)dt

heifit Verteilungsfunktion von X. Erwartungswert und Varianz von X sind defi-
niert durch

oo

w=E(X) ::/OO zf(z)dx und V(X) ::/ (x — p)?f(x)dx

— 00 —0o0
falls diese Integrale existieren.

Da man unseren Beweis der T'schebyscheffungleichung wortlich auf die neuen Zu-
fallsgroflen iibertragen kann, haben p und o die gewohnten Bedeutungen. Auch die
Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz gelten fiir die neuen Zufallsgrofien,
aber da schauen wir nicht genauer hin, das wiirde doch etwas aufwendig.

Aufgaben

1. Bestimme fiir die Zufallsgrofie X, also die Gleichverteilung auf [0, 2], Dichte-
funktion und Verteilungsfunktion und berechne Erwartungswert und Varianz.

2. Berechne mit Hilfe der Regeln Erwartungswert und Varianz der Zufallsgrofie
Y =X;+ Xo+ -+ X, also der Summe von n unabhéngigen Kopien von
X.

3. Es sei

e fir0<zx

f(z)_{o ,. firz <0

Die Zufallsgrofie X mit der Dichtefunktion f heiflit exponentialverteilt, X
konnte zum Beispiel der Zerfallszeitpunkt eines radioaktiven Teilchens sein.

Berechne die Verteilungsfunktion F' sowie Erwartungswert und Varianz von
X.
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10.5 Normalverteilte Zufallsgroflen

Offensichtlich sind die Funktionen, deren Graphen wir als Ergebnis zulédssiger De-
formationen von Finns Kurve erhalten haben, als Dichtefunktionen geeignet.

19 Definition
Es sei 0 > 0 und p € R. Eine stetig verteilte Zufallsgrofle X mit der Dichtefunktion

o o 2ro

heiit normalverteilt, genauer N (u,0?)-verteilt.

20 Lemma
Es sei X eine N(u,o?)—verteilte Zufallsgréfie. Dann gelten die folgenden Aussagen.

o

L Pla<X <b) =0 ("58) -0 (%4)
2. B(X) =p
3. V(X) =0

Zum Beweis ben6tigt man nur Integrationsregeln und etwas Durchhaltevermégen.

10.6 Der Zentrale Grenzwertsatz

Dass wir bei unserem Einfiihrungsbeispiel Y wieder auf Finns Kurve gestofien sind,
ist kein Zufall. Es gibt einen Satz, eigentlich eine ganze Sammlung von Sétzen,
die man unter dem Namen ,,Zentraler Grenzwertsatz“ fithrt. Beweise dieser Séitze
sind sehr schwer, und sie brauchen viel Theorie. Ein Mathematikstudent, der eine
Einfiihrungsvorlesung in die Wahrscheinlichkeitstheorie hort, sieht darin keinen Be-
weis des Satzes; der kommt erst in weiterfithrenden Vorlesungen. Aber die Aussage
des Satzes ist fiir uns erreichbar: Gegeben seien unabhingige Zufallsgroien

X17X2;X37"' )

und die Grofen p; := E(X;) und o; := /V(X;) mogen fiir alle ¢ existieren. Wir
setzen fiir n € N

My i=p1+p2+-+pp, und sp,:=o01+02+--+0, .

Unter sehr weitherzigen Voraussetzungen sagt der Zentrale Grenzwertsatz dann,
dass die Summe X; + X5 + .-+ + X, fiir geniigend grofie n in guter N#iherung
N(my, s2)—verteilt ist. Griffig formuliert: Die Summe unabhiingiger Zufallsgrofien
ist approximativ normalverteilt. Bei Kugellagerkugeln aus einer Serienfertigung ist
die Abweichung vom Sollwert Ergebnis vieler unabhéngiger zufallsbedingter kleiner
Grofen, deshalb greift der Zentrale Grenzwertsatz, und das ist der Grund, dass man
hier wie in zahllosen anderen Féllen einer Normalverteilung begegnet.

Einen Sonderfall schauen wir uns noch an: Es sei X die Anzahl der Erfolge bei
einer Bernoullikette der Lange n mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann kénnen wir
X als Summe

X=X1+Xo0+ -+ X,

auffassen, wobei die X; unabhingige Kopien der Anzahl der Erfolge bei einem ein-
fachen Bernoulliversuch mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p sind — diesen Ansatz
haben wir ja hiufig verwandt. Nun ist E(X;) = p und V(X;) = p(1 — p), folglich
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ist E(X) = np und V(X) = np(1 — p), das kennst du alles. Aber nun sagt der Zen-
trale Grenzwertsatz, dass X approximativ B(np,np(l — p))—verteilt ist. Das weif}t
du schon, das ist ndmlich die Aussage der Niaherungsformeln von de Moivre und
Laplace, und die sind folglich ein Spezialfall der Zentralen Grenzwertsatzes! Das
mag dir ein Hinweis sein, dass ein Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes kein Pap-
penstiel ist; den haben Leute wie A. Kolmogoroff mit erheblichen Anstrengungen
zuwege gebracht.

10.7 Beispiel

Die Zufallsgrofle X : ,,Zerfallszeitpunkt eines radioaktiven Teilchens“ ist exponen-
tialverteilt, das heifit, X hat die Dichtefunktion f und die Verteilungsfunktion F’

mit
.. < .. <
@) = 0 | firz <0 wnd  F(z) = 0 firz <0
- 1—e? fir0<cz

Die Graphen kennst du gut, du findest sie noch einmal in Abbildung 29. Physiker,

Abbildung 29: Dichtefunktion f und Verteilungsfunktion F' des exponentialverteil-
ten X

die reale Teilchen betrachten, brauchen noch einen einstellbaren Parameter, aber
das soll uns nicht kiimmern.

Wir mochten gern Werte von X auslosen. Das geht erstaunlich einfach: Es sei
G gleichverteilt auf [0;1]. Wir bilden die Zufallsgrofie Z := F~1(G). Das ist es
schon! Schau, es sei z € R. Genau dann wird ein Wert Z < z ausgelost, wenn ein
G < g := F(z) kommt, und die Wahrscheinlichkeit dafiir ist eben g = F(z). Das
heifit, dass Z die Verteilungsfunktion F' hat, und dann brauchen wir Z von X nicht
zu unterscheiden; die Verteilungsfunktion bestimmt die Zufallsgroe vollstindig.

Wenn wir N = 1000 Werte von X auslosen, werden die alle verschieden sein. Am
besten veranschaulichen wir uns die Werte mit Hilfe der empirischen Verteilungs-
funktion. Dazu ordnen wir die Werte der Gréfle nach und bilden den Polygonzug,
der die Punkte (zy, %), k=1,2,3,..., N, der Reihe nach verbindet. Das Ergebnis
findest du in Abbildung 30, die schwarze Kurve ist die theoretische Kurve, also der
Graph von F. Das passt ganz gut.

Der Zentrale Grenzwertsatz sagt nun, dass die Summe unabhingiger Kopien
von X approximativ normalverteilt ist. Um dies sichtbar zu machen, haben wir die
Summe

Y=X1+Xo+ -+ X30

dreiflig unbahéngiger Kopien von X gebildet, N = 1000 Werte von Y ausgelost und
wieder die empirische Verteilungsfunktion gebildet. Es kam die vertraute Form des
Graphen von ® heraus, natiirlich deformiert. Du findest die Kurve in Abbildung 31.
Alle Abbildungen wurden mit dem zweiten Teil von gleichverteilung.mn erstellt, dort
findest du auch weitere Abbildungen und die Moglichkeit, selbst zu experimentieren.
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Abbildung 30: Empirische und theoretische Verteilungsfunktion von X

.

10

Abbildung 31: Empirische und theoretische (schwarz) Verteilungsfunktion der Sum-
me von 30 unabhéingigen exponentialverteilten Zufallsgrofien

10.8 Eine merkwiirdige Sache

Es sei * > 0. Die Wahrscheinlichkeit, dass unser radioaktives Teilchen bis zum
Zeitpunkt x zerfallen sein wird, ist

PX<z)=F(z)=1—-e"" .

Nun sei auch a > 0. Wir berechnen die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass das Teil-
chen bis zum Zeitpunkt a 4+ x zerfallen sein wird, unter der Bedingung, dass es zum
Zeitpunkt a noch existiert, also

PX>a(X§a+z)

Wenn du strikt anwendest, was du iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten gelernt hast,
bekommst du

_Pla<X<a+z) _Fla+z)—Fla)
Pxso(X <a+z)= P(X > a) ~ 1-F(a)
= 1—e (at2) (1 —¢)

e—ll

=1-e*=F(x) ,

du kannst aber auch anschaulich argumentieren: Die gesuchte bedingte Wahrschein-
lichkeit ist der Anteil des Flidchenstiicks unter dem Graphen der Dichtefunktion f
zwischen a und a + x am gesamten Flichenstiick rechts von a (siche Abbildung
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32). Das Merkwiirdige dabei ist, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen in-
nerhalb der kommenden Zeitspanne x zerfillt, wenn es erst den Zeitpunkt a erlebt
hat, gleich der Wahrscheinlichkeit F'(z) ist, dass es in der Zeitspanne der Linge x
zerfiillt, die jetzt beginnt. Radioaktive Teilchen altern nicht! Ganz gleich, ob das
betrachtete Teilchen schon seit tausenden von Jahren existiert oder ob es vor zehn
Sekunden entstanden ist, die Wahrscheinlichkeit, dass es innerhalb der néchsten
Stunde zerfillt, ist immer die gleiche! Das sieht bei Lebewesen génzlich anders aus.
Der letzte Grund ist, mathematisch gesehen, eine besondere Eigenschaft der Expo-
nentialfunktion: Ausgehend von der gleichen Ausgangskurve kann man sie auf die
gleiche Endkurve bringen, indem man sie in y—Richtung streckt oder in z—Richtung
verschiebt.

Abbildung 32: Radioaktive Teilchen altern nicht!
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11 Hypothesentests

11.1 Die Entscheidungsregel und ihre Giitefunktion

Johann arbeitet in der Qualitdtskontrolle der Firma Hammer und Nagel. Seine Auf-
gabe ist es, jeder eingehenden Lieferung Schrauben 100 zufillig gew#hlte Schrauben
zu entnehmen und festzustellen, wie viele von ihnen schadhaft sind. Falls er dabei
mehr als fiinf schadhafte Schrauben findet, geht die Lieferung zuriick.

Das, was Johann da téglich durchfiihrt, ist ein Test, und seine Arbeitsanwei-
sung ist die Entscheidungsregel des Tests. Beschreiben wir den Vorgang mit
unseren Begriffen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie: Die Anzahl der schadhaften
Schrauben, die Johann in einer Stichprobe findet, ist eine Zufallsgréffie X, und diese
Zufallsgrofie ist B(100, p)—verteilt; dabei ist p der Anteil der schadhaften Schrauben
in der Lieferung, die er gerade untersucht. Liegt der beobachtete Wert von X im
kritischen Bereich W7 := {6,7,8,...,100}, wird die Lieferung beanstandet.

Damit wir eine Vorstellung bekommen, wie der Test wirkt, betrachten wir seine
Giitefunktion

100

p— P(Wy)=P(X >5)=)Y_ <1go> (1 — p)100i

Jj=6

ihr Graph ist in Abbildung 33 zu sehen. Die Giitefunktion gibt dir fiir jeden Anteil

Abbildung 33: Graph der Giitefunktion p — P(W7)

p schadhafter Schrauben in der Lieferung die Wahrscheinlichkeit an, dass der Test
anschligt und die Lieferung abgelehnt wird. Ist p < 2%, wird die Lieferung praktisch
immer angenommen, ist p > 15%, wird sie praktisch immer abgelehnt.

11.2 Fehler erster und zweiter Art

Johanns Chef kennt die Vereinbarung, die die Firma Hammer und Nagel mit dem
Schraubenkonzern getroffen hat, und die sieht so aus: Eine Lieferung darf maximal
5% schadhafter Schrauben enthalten. Johann kann nun zwei Fehler machen (obwohl
er eigentlich alles richtig macht!): er kann eine ordentliche Lieferung ablehnen, das
ist der Fehler erster Art, und er kann eine schlechte Lieferung durchwinken, das
ist der Fehler zweiter Art. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art ist
das Risiko erster Art, es ist hier maximal

o= P(Xo,og, > 5) ~ 0.384 .

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art ist das Risiko zweiter Art, es
ist kleiner als

b= P(X0_05 < 5) =1- P(X0,05 > 5) ~ 0.616 .
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Man hétte natiirlich am liebsten, dass der Test jede ordentliche Lieferung akzeptiert
und jede schlechte Lieferung ablehnt, wie der Graph in Abbildung 34 zeigt, aber
das ist nicht méglich. Man kann nur die Flanke der Giitefunktion steiler machen,
indem man den Stichprobenumfang vergrofiert.

v, A

Yo T

Abbildung 34: Giitefunktion eines idealen (einseitigen) Tests

11.3 Noch ein Beispiel

Johanns Frau Ute arbeitet in einer Manufaktur fiir Spielwiirfel. Jeder Wiirfel wird
getestet, ob die Wahrscheinlichkeit fiir eine Sechs auch wirklich exakt % ist, bevor er
zum Kunden geht. Dazu wiirfelt sie 120-mal und zéhlt die Sechsen. Sind es weniger
als 15 oder mehr als 25, wird der Wiirfel nicht verkauft.

Hier ist die betrachtete ZufallsgroBe B(120, p)—verteilt, dabei ist p die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Sechs. Der kritische Bereich ist
Wy ={1,2,3,...,14} U {26,27,28,...,120} ,
und man nennt diesen Test einen zweiseitigen Test; Johanns Test war dement-
sprechend ein einseitiger Test. Die Giitefunktion hat die Vorschrift

25

pr P(W)=1-Y" (1§0) pI(1—p)'20

j=15

ihr Graph ist in Abbildung 35 zu sehen.

Abbildung 35: Giitefunktion eines realen (links) und eines idealen zweiseitigen Tests
Der Test ist offensichtlich v6llig nutzlos. Beinahe jeder fiinfte ideale Wiirfel wird

ausgesondert, und nur sehr schlechte Wiirfel werden einigermaflen zuverléssig er-
kannt.
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Aufgabe. Der Test der Wiirfel soll kiinftig so erfolgen, dass ein Automat 1200
mal wiirfelt und die Anzahl der Sechsen feststellt. Ziel ist, dass ein idealer Wiirfel
nur noch mit maximal 2% Wahrscheinlichkeit aussortiert wird.

1. Formuliere eine Entscheidungsregel, die das leistet.
2. Zeichne die Giitefunktion zu deiner Entscheidungsregel.

3. Es sollen keine Wiirfel in den Handel kommen, bei denen die Wahrscheinlich-
keit fiir eine Sechs um ﬁ oder noch mehr zu klein ist, weil das zu Sammelkla-
gen amerikanischer Eltern fithren kénnte. Wie grof ist das Risiko der Firma,
dass ein solcher Wiirfel durch die Kontrolle kommt?

11.4 Nullhypothese und Alternativhypothese

Ein (ausgedachtes) Beispiel: Zum Kummer der Branche lag der Anteil der Deut-
schen, die meinten, dass Investmentbanken gut fiir Wirtschaft und Gesellschaft sind,
bei maximal 10%. Deshalb hat die Branche mit erheblichem Mitteleinsatz versucht,
ihr Image zu verbessern, etwa durch Sponsoring, Prisentation der Wetterkarte im
Fernsehen, Pressearbeit und dhnliche Dinge. Der Koordinator dieser Anstrenungen
ist davon {iberzeugt, dass der Anteil p der Deutschen, die gut iiber Investmentban-
ken denken, nun iiber 10% liegt. Ein Test soll Klarheit bringen.

In Hypothesentestchinesisch ist die Aussage p > 10%, deren Giiltigkeit gezeigt
werden soll, die Alternativhypothese

Hy:p>10% .
Man bildet zu H; die Nullhypothese
Hy:p<10% .

Ziel ist, die Nullhypothese mit Hilfe einer Stichprobe abzulehnen; dann ist H; eta-
bliert. Auf den ersten Blick scheint das etwas verquer zu sein; wenn du den Mecha-
nismus einige Male angewandt hast, leuchtet er dir aber hoffentlich ein.

Wie in der Stochastik tiblich und nétig, wird nun eine Irrtumswahrscheinlichkeit
« festgelegt, die Nullhypothese Hy zu Unrecht abzulehnen. Will man dieses Risiko
nicht eingehen, wird man die Nullhypothese nie ablehnen kénnen, und dann kann
man sich den ganzen Kram sparen. Hiufig wihlt man o = 5%, und das sei auch
hier der Fall. Umfragen kosten Geld; nach einem Blick in die Portokasse wurde
als Stichprobenumfang n = 600 festgelegt. Aus diesen Daten ergibt sich nun die
Entscheidungsregel des Tests: Man wird Hy verwerfen, wenn die Anzahl X der
Befragten, die Investmentbanken fiir gut und niitzlich halten, mindestens einen
noch zu bestimmenden Wert g annimmt. Natiirlich soll g méglichst klein sein, man
will Hy ja ablehnen. Aber die Wahrscheinlichkeit, Hy zu Unrecht abzulehnen, darf
hochstens « sein:

Py, (X > g) <«

Nun ist P(X > k) um so grofler, je grofler p ist. Man muss ¢ also so bestimmen,
dass

Pp:O.l(X > g) <

ist. Damit kennen wir uns aus. Der Ansatz

1
P,— X>g—1—P— X<g%1—q) — <«

99



fiihrt zu
g>60.5+d71(0.95) - V54 ~ 72.6 ,

und das ergibt folgende Entscheidungsregel: Es wird Hy abgelehnt, wenn X einen
Wert im kritischen Bereich

Wy = {73,74,75,...,600}

annimmt. Wenn dies, wie erhofft, passiert, kann der Koordinator stolz verkiinden,
dass der Test ein signifikantes Ergebnis erbracht hat und die Behauptung mit der
Sicherheitswahrscheinlichkeit 95% (bzw. der Irrtumswahrscheinlichkeit 5% bzw. auf
dem Signifikanzniveau 5%) nachgewiesen ist.

Die Bedeutung dieser Formulierung ist dir hoffentlich klar: Wie beim Kon-
fidenzintervall ist die Irrtumswahrscheinlichkeit eine Kenngréf3e des Verfahrens
und nicht des konkreten Testergebnisses. Wenn das Institut sehr viele Tests mit der
Irrtumswahrscheinlichkeit 5% durchfiihrt®, wird die Nullhypothese in etwa 5% der
Falle, in denen sie richtig ist, dennoch abgelehnt werden.

Und wenn X einen Wert in
Wy :=={0,1,2,...,72}

annimmt? Dann wird Hy eben nicht verworfen, was aber nicht heiflt, dass damit
die Giiltigkeit von Hy nachgewiesen wére. In diesem Fall hat der Test einfach nichts
gebracht. Damit du siehst, wie vertrackt die Situation ist, spinne ich den Faden
noch etwas weiter: Man hitte ja auch a = 1% als Irrtumswahrscheinlichkeit nehmen
konnen; das hitte zu

g>60.5+071(0.99) - V54 ~ 77.6

gefiihrt, also zu g = 78 als kleinster Zahl im kritischen Bereich. Das Umfrageergebnis
75 fiihrt bei a = 5% zur Verwerfung von Hy und folglich zur Annahme von Hj :
p > 10%. Bei a = 1% jedoch wird Hy : p < 10% beibehalten. Kurios, nicht?

Zum Schluss findest du hier noch eine Tabelle, in der die Fehler erster und
zweiter Art im Zusammenhang mit den Namen der Hypothesen aufgelistet sind.

Die Hypothese Hy wird abgelehnt wird nicht abgelehnt
stimmt Fehler erster Art richtige Entscheidung
stimmt nicht richtige Entscheidung Fehler zweiter Art

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art darf eine vorgegebene Schranke
« nicht iiberschreiten. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art wird
gewohnlich mit 8 bezeichnet.

8und diese Tests unabhiingig von einander sind
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12 Poissonverteilte Zufallsgro3en

12.1 Vorbereitung: Uber (1+ %)n

Wenn man in einer Zeiteinheit 3% Zinsen bekommt, ist der Wachstumsfaktor 1.03.
Bekommt man sogar 100% Zinsen, ist der Wachstumsfaktor 2. Wenn man fiir den
halben Zeitraum nur 50% Zinsen bekommt, steht man sich wegen des Zinseszinsef-
fektes natiirlich besser. Der Wachstumsfaktor fiir den gesamten Zeitraum ist dann

namlich )
1 9
1+=-] =-=225 .
(+2) 925
1

Noch besser steht man sich, wenn man fiir % des Zeitraums auch nur 3 von 100%

Zinsen bekommt; das ergibt den Wachstumsfaktor

1

F#hrt man in dieser Weise fort, erhélt man fiir % des Zeitraums > von 100% Zinsen,

und das macht den Wachstumsfaktor

(1)

Was wird daraus fiir n gegen Unendlich? Eine theoretische Antwort wirst du nicht
finden, aber vielleicht hilft dir dein Taschenrechner (oder MuPAD).

Es gilt der folgende bemerkenswerte Satz, den wir leider nicht beweisen kénnen:

1 n
(1 + n) n—oo e

Wenn man diesen Satz erst einmal hat, findet man leicht weitere erstaunliche
Resultate:

(1 1)" (n—1>" 1 1 e 1
_—— g = = - @
n n n 1 n o —> e )

1

21 Satz

denn fiir jedes feste k € Z gilt

1 n+k 1 n 1 k
1+ — =114+ - 14— n—oo -l=¢e€ .
e e R e BT

Und fiir x > 0 erhalten wir
xr
) n— 00 eLC

(o =) = ()

Die Gleichung gilt auch fiir z < 0, man muss dann nur etwas anders umformen.
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12.2 Typisches Beispiel

Vielleicht kennst du Lackdraht: diinner Kupferdraht wird durch einen Behélter mit
Klarlack gezogen. Wenn die Lackschicht getrocknet ist, hat man einen isolierten
Draht. Der Draht, den man nimmt, um Spulen zu wickeln, ist auf diese Weise
isoliert.

Wo etwas gemacht wird, treten Fehler auf; bei der Herstellung von Lackdraht
sind das schadhafte Stellen in der Isolierschicht. Sagen wir, bei einem Kilometer
Lackdraht sind das im Mittel drei Fehler. Wir betrachten ein Stiick der Léange 100
Meter. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das Stiick fehlerfrei?

Die Anzahl der schadhaften Stellen auf diesem Stiick ist eine Zufallsgrofie, wir
bezeichnen sie mit X. Den Erwartungswert von X kennen wir schon, er ist 13—0. In
unserem Kontext bezeichnet man diesen Wert mit A. Um die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von X zu bekommen, basteln wir uns ein Modell, und zwar teilen wir das
Stiick Draht in n Teile gleicher Léange auf. Auf ein Teilstiick kommen dann im Mit-
tel % Fehler. Wenn n sehr grof ist, konnen wir davon ausgehen, dass kein Teilstiick
zwei oder mehr Fehler enthélt, und dann brauchen wir nur noch zu fragen, ob das
betrachtete Teilstiick fehlerhaft ist oder nicht. Das ist fiir jedes Teilstiick ein Ber-
noulliversuch, und wenn wir alle Teilstiicke der Reihe nach anschauen, haben wir
es mit einer Bernoullikette der Lange n zu tun. Damit der richtige Erwartungswert
A herauskommt, nehmen wir als Erfolgswahrscheinlichkeit p = % Die Wahrschein-
lichkeit fiir £ Treffer auf dem Drahtstiick ist dann

n A k A n—k
) 0-3)
das weiflt du ja. Wenn wir an dem Ausdruck etwas herumschrauben, erhalten wir
daraus

(Z) (2)k<1—2>n_k:;\I:.Tl(n—l)(n—2)n.k....(n_k+1) | (l_z)n_k

_)\7’“ n n—1 n—-2 n—k+1 1_& n-k
T n n n n
k \ )\k \
n—oo . 17.1.1..... - —e
o, Treleled 1-e o

Und damit haben wir es. Unser Modell liefert fiir die betrachtete Zufallsgroe X
die Wahrscheinlichkeitsverteilung

k

A
P(X:k)zﬁe—A fir k=0,1,2,.... (34)

Eine Zufallsgrofie mit dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung heifit poissonverteilt.

Beispiel. Bei leichtem Regen hilt jeder Schiiler des Kurses einen Augenblick
die flache Hand aus dem Fenster. Im Mittel habe jede Hand drei Regentropfen
abbekommen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fielen auf Karolines Hand 0,1, 2,3, ...
Regentropfen?

In unserem dicken griinen Stochastikbuch stehen noch einige historische Beispie-
le. Spétestens nach denen haben wir das Ende unserer Reise in die Mathematik des
Zufalls erreicht. War doch ganz nett, oder?
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