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Zusammenfassung

Hier ist gesammelt, was ich meinen Schiilern aufgeschrieb, die im Jahre 2002 ihr Abitur
machten. Es sind sicher Fehler drin, und alles ist aus konkreten Situationen entstanden, den-
noch mag es niitzlich sein.
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Teil 1

12.1: Analysis

1 Orientierung

Was ist bisher erreicht? Du hast vertraute Dinge, vor allem die Ableitung einer Funktion, von einem
etwas anderen Standpunkt aus betrachtet. Eine (abhingige) Grofe y sei durch eine Gleichung

y=f(z) (1)

an eine verinderliche GroBe x gebunden. Eine Anderung Az der einen Grofe zieht eine Anderung
Ay der anderen Grofle nach sich. Das Verhaltnis ﬁ—g dieser Anderungen ist die mittlere Anderungs-
rate. Fiir Az — 0 geht diese gegen die lokale Anderungsrate, das ist die Ableitung der Funktion
f an der Stelle z. A
Y Az—0 '
oA ) ©)
Diesen Sachverhalt kannst du am Graphen verdeutlichen, und du weift, dass es da um Sekanten-
und Tangentensteigungen geht.
Fiir “kleines” Az haben wir praktisch gut brauchbare Naherungen, namlich

i—i ~ f'(z) bzw Ay= f'(z)Ax (3)

Mit Hilfe dieser Beziehungen kénnen wir bequem einschéitzen, wie sich ein relativer Fehler % der
Variablen z auf die Variable y auswirkt. Dazu berechnen wir den relativen Fehler A¥ yon y.
Mehrfach waren wir auch in der Lage, fiir eine Grofle y iiberhaupt erst einen Term zu finden,
indem wir mit Hilfe von Ay und Az die Ableitung von y berechneten und dann “aufleiteten”.
Auch unsere Berechnung der Ableitungen von cos und sin haben wir iiber solche Anderungen
bestimmt, und sie waren uns bei unserer Herleitung der Ableitungsregeln niitzlich. Ableiten kann
man, dariiber spricht man nicht grof3.

So, was machen wir nun mit unseren technischen Hilfsmitteln - aufler Anwendungsaufgaben aus
dem Buch? Wir sehen uns Kurven an, die durch Parameterdarstellungen gegeben sind: Ein Punkt
P bewegt sich in der Ebene und befindet sich zur “Zeit” ¢ an der Stelle P(t) = (z(t),y(¢)). Das gibt
Kreise, Parabeln und was nicht alles - eine herrliche Spielwiese. Die altbekannten Funktionsgraphen
sind Spezialfille dieser Kurven, da ist z(t) = ¢t. Wir kdnnen viel untersuchen:

Wie “schnell” ist der Punkt zur Zeit ¢?

Wie lang ist ein Stiick der Bahnkurve?

Hat die Bahnkurve besondere Punkte?

Wie grof} ist der Inhalt eines Flichenstiicks, das von einer oder mehreren Kurven begrenzt
wird?

Eine Parabel ist offensichtlich in der Nihe des Scheitelpunkts stirker gekriimmt als weiter weg.
Gibt es ein exaktes Maf fiir die Kriimmung?



2 Anmerkungen zur Klausur

Dies ist ein Beispiel, wie ich mir eine Klausur so vorstelle. Die Aufgabe a) ist Routine, b) und
d) und e) sind Anwendungsaufgaben verschiedenen Schwierigkeitsgrads. In ¢) wird iiberpriift, ob
du den Mittelwertsatz verstanden hast und ob du dein Handwerkszeug anwenden kannst. Teil f)
dann ist aus meiner Sicht ziemlich happig, du sollst unsere Methoden in einem neuen Kontext
anwenden.

In der Regel ldufst du in die Irre, wenn du blind drauf los rechnest. Ich empfehle dir dringend,
Handskizzen zu zeichnen, die dir helfen, dir den Hintergrund klar zu machen. Vermeide, einfach
Variable einzufiihren ohne genau festzulegen, was sie bedeuten. Schreibe nicht zu eng und fiige
ruhig etwas erlduternden Text ein, damit deine Losung lesbar wird. Und bleibe cool!

2.1 Klausuraufgabe

Es seiy = f(z) = 2%(4 — z).

a) Bestimme die Extrema der Funktion und skizziere den Graphen.

b) Die Kurve schliefit mit der z-Achse fiir 0 < < 4 ein Flichenstiick ein. Bestimme seinen
Inhalt.

c) Es sei x > 0. Dann garantiert uns der Mittelwertsatz, dass es ein z zwischen 0 und z mit einer
bestimmten Eigenschaft gibt. Schreibe auf, um welche Eigenschaft es sich handelt, und berechne
dieses z = z(x).

d) Berechne das grofite z mit f(z) = 2. Das wird nur niherungsweise gehen.

e) Es sei P(z|y) ein Punkt der Kurve, und es sei 0 < z < 4. Bestimme das Rechteck mit
dem grofiten Flicheninhalt, dessen Seiten parallel zu den Achsen sind und das die Strecke vom
Nullpunkt des Koordinatensystems bis P als Diagonale hat.

f) Es sei I(z) die Linge der Kurve vom Nullpunkt bis zum Punkt P(z|y) und = > 0. Bestimme

I'(x).

3 Klausur Nr. 1

1) Leite ab.

. 1 A
3z°, (2z+m)*, T (zf(z))", a3+sin;, Vaz? +v2, V5-22

cosz’

2) Die Strecke mit den Endpunkten A(0|1) und B(100|0) hat bestimmt Schnittpunkte mit der
Sinuskurve y = sin z.

a) Wie viele sind es? Begriinde deine Antwort.
b) Berechne den z-Wert des ersten Schnittpunkts (zweimal Newton).

3) Der relative Fehler Az /x betrage 10%. Wie gro8 ist dann der relative Fehler Ay/y der Grofle
y =7

4) Hummel Hermine fliegt so, dass sie sich zur Zeit ¢ im Punkt P(t) = (/4 — t?) befindet.
Startzeit ist ¢t = —2, Ankunftszeit ¢t = 2.

a) Zeichne Hermines Flugbahn. (Im Laufe der Aufgabe musst du vielleicht mehrere Skizzen
der Bahn zeichnen, aber das geht ja schnell)

b) Die Sonne steht so, dass der gleiche Sonnenstrahl durch die Punkte P(—1) und P(2) von
Hermines Bahn geht. Zu welchem Zeitpunkt fliegt Hermine genau in Richtung des Sonnenlichts?
(Anmerkung: Sonnenlicht besteht aus parallelen Strahlen)

¢) Warum weif} ich von vornherein, dass Hermine auf jeden Fall irgendwann in der Zeit von
—1 bis 2 in Richtung des Sonnenlichts fliegt? Stichwort geniigt.



d) Wie grof} ist der Inhalt des Flichenstiicks, das Hermine in der Zeit von —1 bis —% iiberfliegt?

e) Die Tangente an Hermines Bahn im Punkt P(t) schlie8t fiir jedes ¢ zwischen 0 und 2 mit
den Koordinatenachsen ein Dreieck ein. Welchen Inhalt hat dieses Dreieck?

f) Zeige, dass Hermines Entfernung vom Nullpunkt (0|0) zur Zeit ¢ durch

Vit = T2 + 16

gegeben ist.

g) Das Ergebnis von f) ist fiir Hermine deshalb wichtig, weil sie im Nullpunkt ihren schlimmsten
Fressfeind vermutet. Dem will sie natiirlich nicht zu nahe kommen. Zu welcher Zeit ist sie dem
Nullpunkt am n#chsten?

5) Du siehst eine steigende Kurve y = f(z) und eine fallende Kurve y = g(z). Zeige, dass fiir
den Flicheninhalt A(z) gilt: A'(z) = f(z) — g(=).

4 Nachschreibklausur 1

1) Leite ab.

COsSx

)z’ —=vV2 b)) (@ -2z o) d) zf(z")  e) (cos f(2))”

sin x

2) Es sei y = f(z) = V4 — 22.

a) Skizziere grob die Graphen von f und von f’. Beschreibe den Graphen von f genauer: ist
er symmetrisch, hat er Extrempunkte?

b) Zeige, dass in jedem Punkt P des Graphen von f die Tangente senkrecht zur Ursprungsge-
raden durch P ist.

3) Es sei y = f(x) = 2% + sin z. Wieviele Extrema hat der Graph und wie viele Wendepunkte?
Wo liegen diese Punkte? (Wenn genaue Werte nur mit grofiem Aufwand zu gewinnen sind, bin ich
auch mit groben Angaben zufrieden)

4) Beschreibe, wie das Newton-Verfahren funktioniert, so dass man die Idee erkennt, und
demonstriere das Rezept am Beispiel y = f(z) = 2® — z + 5.

5) Es seiy = f(z) = 2% + 1.

a) Skizziere den Graphen von f. Bestimme dazu Extrem- und Wendepunkte.

b) Gibt es eine Tangente an den Graphen von f in einem Punkt zwischen z = —1 und z = 1,
die parallel ist zur Sekante durch die Punkte P(—1|%) und Q(1|x) des Graphen?

c) Erklire die Aussage des Mittelwertsatzes und beurteile, ob er mit dem Ergebnis von b)
vereinbar ist.

6) Die Punkte A(—1|0) und B(z|y) des Einheitskreises sind Endpnkte einer Diagonalen eines
Rechtecks mit achsenparallelen Seiten. Zeichne den Einheitskreis und zeichne ein solches Rechteck
ein. Wo muss B liegen, damit der Inhalt des Rechtecks mdoglichst grof3 wird?

5 Riemannsche Summen

Da hatte unser Henrik schon den richtigen Riecher: Eine Funktion f ist {iber einem Intervall [a, b]
gegeben. Wir teilen das Intervall durch eine Zerlegung Z

Z: a=2<z5n1 <<z 1<z;<-<2z,=b



in n Teilstiicke. Das i-te Teilstiick geht von z;_; bis z;. Darin wihlen wir einen z-Wert z; und
bilden das Produkt
f(@i)(zi — zim1) - (4)

All diese Produkte addieren wir auf, das gibt

n

Z f@i)(zi — zi-1) (5)

i=1

und sowas nennt man eine Riemannsche Summe. Das ist eine unglaublich flexible und niitzliche
Begriffsbildung. Wenn wir sie ins Auge fassen und dariiber intensiv meditieren, fillt uns alles in
den Schof3. Du wirst sehen!

Henrik hatte die Vorstellung, dass diese Ax; = z;—z;_1 irgendwie “unendlich klein” sein sollten.
Dann wiirde die Summe aber unendlich viele Summanden haben, und das wire eben keine sauber
handhabare Summe mehr, sondern etwas Neues, ndmlich ein Grenzwert Riemannscher Summen:
das Leibnizsche Integral !

b
| f@ds
a

Was soll das alles bedeuten? Nun, f(z;)(z; — z;—1) ist fiir positives f(z;) der Inhalt eines
Kistchens mit der Breite Ax; = 2z; — z;—1 und der Hohe f(x;), und die Summe der Késtcheninhalte
sollte ungefihr den Inhalt der Fliche zwischen Kurve und z-Achse in den Grenzen von z = a und
xz = b angeben. Falls f(z) > 0 ist in [a, b], bedeutet das Integral also den Flicheninhalt.

Zweitens. Nimm an, wir haben eine Funktion F' mit F' = f, also eine Stammfunktion (oder,
wie wir sagten, eine “Aufleitung”) von f. Dann konnen wir nach dem Mittelwertsatz das z; im
i-ten Teilstiick so wihlen, dass

f(wl)(zz - Zz'—l) = F(Zz) - F(Zz'_1)
ist, und das geht natiirlich fiir jedes der n Teilstiicke. Der Wert der Riemannschen Summe ist dann
F(z1) — F(20) + F(22) — F(21) + -+ F(2n) — F(2n_1) = F(2,) — F(20) = F(b) — F(a) .

Da das fiir jede beliebige Zerlegung richtig ist, muss F'(b) — F(a) auch der Grenzwert der Rie-
mannschen Summen sein:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) fiir eine beliebige Funktion F mit F' = f (6)

In Worten: Die Anderung einer GroBe in der Zeit von a bis b ist das Integral iiber die Ableitung
dieser Gréfle von a bis b. Konkretes Beispiel: Der in der Zeit von a bis b zuriickgelegte Weg ist das
Integral von a bis b {iber die Geschwindigkeit. Und Riemannsche Summen liefern Naherungswerte,
wenn man das Integral nicht ausrechnen kann.

6 Taylorpolynome

Gegeben sei eine Funktion f. Wir suchen ein Polynom
n
p(@) = ag + a1z + aza® + -+ ana" = 3 at (7)
i=0

so dass die durch y = p(z) gegebene Funktion an der Stelle 0 mit f im Funktionswert und in den
Werten der ersten n Ableitungen iibereinstimmt. Fiir jedes n gibt es genau ein solches Polynom,

!Du erkennst unschwer die Herkunft dieses Symbols. Das Integralzeichen [ ist ein stilisiertes Summenzeichen,
darin steht der Summand f(z) dz. Dieses Integral ist also der Grenzwert, den die Riemannschen Summen annehmen,
wenn man die Zerlegung immer feiner macht. Dass das mit dem Grenzwert funktioniert, ist noch zu zeigen.



sein Grad ist hichstens n. Denn fiir die i-te Ableitung von p(z), die wir mit p{?)(z) bezeichnen
wollen, gilt

pP0)=i(i—1)(i-2) ... -la; , (8)
- die Summanden, bei denen der Exponent von z kleiner als i ist, iiberstehen das Ableiten nicht;
bei den Summanden, bei denen der Exponent von x grofler als 4 ist, bleiben Faktoren z iibrig,
deshalb verschwinden sie, wenn man z = 0 einsetzt. Aus p((0) = f()(0) ergibt sich folglich mit
der Abkiirzung il :=1-2- ... -4

@0
a; = ! i!( ) 9)
und somit (g - -
p(z) = £(0) + f'(0)z + ! 2( ) g2 + ! 3!(0) d 4+ 70 n!(o) z" (10)
Wenn wir 0! := 1 und 1! := 1 und f(°(z) := f(z) setzen, kénnen wir
" )
pla) =) fz.—,(o)m’ (11)
i=0 )

schreiben. Dies ist ein Taylor-Polynom. Erh6ht man den Grad n, kommen nur weitere Summanden
hinzu.
Einige Taylor-Polynome haben wir berechnet:

T
[

1

!x" (12)

SM:

<
Il
<

.'L'2i+1
(2i +1)!

24

sinz ~ Y (—=1)° (13)

i

s
Il
<

COST R~ (14)

(-
—~
I
[y
~—
'S
N |8
&
~—

Diese Reihen erdffnen {iberhaupt erst die Moglichkeit, Werte der Exponentialfunktion und der
trigonometrischen Funktionen zu berechnen! Das ist schon eine wesentliche Anwendung der Taylor-
Polynome.

Eine zweite Anwendungsmoglichkeit will ich jetzt aufzeigen. Wie du weifit, kennen wir keine
Stammfunktion von

1 — 5T
p(z) == \/T_we E (15)

und es gibt auch keine, die man in iiblicher Form hinschreiben kénnte. Hier kommen wir so weiter:
Wir nehmen ein Taylor-Polynom p(z) der Exponentialfunktion. Dann ist

1 1,
z)~ —p(—=x ,
o(z) mp( 57")
und statt liber ¢ integrieren wir einfach {iber diese Niherung. Man muss sich nur Gedanken iiber
den Grad des Polynoms machen, um den Fehler in akzeptablen Grenzen zu halten. Die Funktion

o beschreibt Gaufl” Standardnormalverteilung, sie ist in der Praxis sehr wichtig. Und man braucht
hiufig Integrale tiber diese Funktion.

(16)

7 Uber den Fehler des Taylor-Polynoms

Die Aufgabe, eine Polynomfunktion p vom Grade n zu finden, die an der Stelle 0 im Funktionswert
und in den Werten der ersten n Ableitungen mit einer gegebenen Funktion f iibereinstimmt, fithrte
zum Taylor-Polynom

S PO SO0

pla) = 10) + f' O + - o

zt . (17)



Wir haben uns an Beispielen angesehen, dass sich die Graphen der Taylor-Polynome dem Graphen
der gegebenen Funktion mit steigendem Grad in der Tat immer besser anpassen. Somit kann man
p(z) als Niherungswert fiir f(z) verwenden. Das ist von entscheidender Bedeutung: Du erinnerst
dich, dass erst Taylorpolynome der e-Funktion uns ermdglichen, Funktionswerte dieser Funktion
zu berechnen. Entsprechend sieht es mit der Sinus- und der Kosinusfunktion aus.

Ein Naherungswert ist eine heikle Sache, wenn man keine Vorstellung hat, wie grof8 der Fehler
ist, also der Unterschied

r(z) := f(z) —p(z) . (18)

Den wollen wir uns nun ansehen.
Aus der Konstruktion des Taylor-Polynoms ergibt sich, dass

r(0) =7'(0) =rP0)=---=r™0)=0 (19)

ist. Ferner ist
S () = (f(2) _p(m))(n-i-l) — f(n+1)($) , (20)

denn die (n + 1)-te Ableitung von p(z) ist 0.
Wir kénnen den Fehler abschitzen, wenn wir eine zusitzliche Voraussetzung iiber f(x) machen,
namlich dass es eine Zahl M gibt mit

FO() < M firallet mit 0<t <z . (21)

Damit geht das folgendermaflen (beachte (3)!):

¢ ¢
(™ (1) =/ r( ) () du < / M du = Mt
0 0
t

t
1
r(n=1 (4 :/ rM@)du < [ Mudu :§Mt2
0 0

t t
1
(=2 (t) = / r( =D (u) du < %Mu2 du = 3—Mt3
0

t
r(t) = / r( (u)du < lMu" du = nthn—H
0 ! !

Damit haben wir folgendes Resultat bewiesen:

1 Satz Es sei p(z) das Taylor-Polynom vom Grade n an der Stelle 0 der Funktion f und es sei
|f+1)(t)| < M fiir alle t zwischen 0 und = fiir eine feste Zahl M. Dann gilt

Mgnt!
(n+1)!

|f(z) —p(z)| <
Eine Anwendung: Wenn wir sinz kennen fiir 0 < z < 7, kénnen wir daraus die Sinuswerte
beliebiger x berechnen, wie du dir am Graphen der Sinusfunktion klarmachen kannst. Welchen
Grad muss ein Taylor-Polynom der Sinusfunktion haben, wenn wir damit Sinuswerte auf vier
Stellen berechnen wollen?

8 Rickblick auf 12.1

In diesem Halbjahr solltest du deine Kenntnisse im Teilgebiet Analysis ausbauen. Du hast Funktio-
nen in diesem Zusammenhang neu kennengelernt (Exponentialfunktion y = €®, Logarithmusfunk-
tion y = In z, trigonometrische Funktionen sin und cos), du kennst ihre Graphen, ihre Ableitungen
und einige Anwendungen.



Du kennst die Ableitungsregeln (Summen-, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel), und du
weisst, wie man Potenzfunktionen y = z" fiir r € R ableitet.

Du kannst mit Anderungen rechnen: du kennst die wichtige Beziehung Ay ~ f'(z)Az und den
Mittelwertsatz Ay = f'(z) Az fiir ein 2z zwischen x und z + Az und seine geometrische Bedeutung,.

Der wichtigste neue Begriff ist der Integralbegriff. Du kennst seine Bedeutung, den Zusammen-
hang mit Riemannschen Summen, fiir ordentliches f seine Berechnung {iber den Hauptsatz

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a) fiir eine Stammfunktion F von f

sowie die typischen Ansitze

b
/ f(z)dz = (b —a)f(2) fiir ein z € [a, b]

und
z+Az

f(z + Az) = f(2) +/ f(z)dz

T

Du kannst Flichen- und Rauminhalte mit Hilfe eines einfachen oder eines mehrfachen Integrals
berechnen, dabei mag auch ein uneigentliches Integral

/aoo f(z)dzx

auftreten. Ebenso kennst du Integrationsverfahren (Partielle Integration, Subsitutionsregel) und
einige Regeln fiir Integrale (z.B. [(f+g) = [ f+ [goder [(cf) = ¢(f f)). Und du weit, wie du
im Notfall mit Hilfe Riemannscher Summen einen Niherungswert berechnest.

Du kennst Beispiele fiir Kurven in Parameterdarstellung als Beschreibung der Bewegung eines
Punktes in der Ebene oder im Raum, du kannst die Momentangeschwindigkeit v(t) des Punktes,
die Linge s des zuriickgelegten Weges und den Inhalt A einer von einer Kurve eingeschlossenen
Fléache berechnen:

v(t) = 2'(t)? +y'(t)? s:/bv(t)dt , A:/bx(t)y'(t)dt

SchlieBlich kennst du Taylor-Polynome

L)) )
Zf (O)xz ,
7!

i=0

die eine Funktion f approximieren, und du kennst eine Abschitzung des Fehlers.

Erwdhnung verdient auch, dass du Erfahrungen mit Maple gesammelt hast - sicher nicht ihr
alle in gleichem Mafle, aber im Mittel ganz ordenlich. Insgesamt liest sich das ganz gut, wir
konnen mit dem Erreichten zufrieden sein. Ich hitte gern die Kurven intensiver behandelt, und
wir entwickeln keine geschlossene Theorie, sondern bearbeiten Probleme mit adhoc-Methoden.
Manche von euch hitten sich mehr Anwendungsaufgaben gewiinscht. Ich denke, ich bringe beides
noch unter. Erstmal greifen wir entschlossen mitten hinein in die Stochastik, und zwar gleich
néchste Woche.
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Teil II
12.2: Stochastik

9 Einstieg in die Wahrscheinlichkeitstheorie

9.1 Vorbemerkung

Da das lange Wort Wahrscheinlichkeit sehr oft vorkommt, verabreden wir hiermit, es mit W.
abzukiirzen. Dann ist es also W-theorie, womit wir uns in der niichsten Zeit beschéftigen, und der
Name ist Programm: es handelt sich um eine mathematische Theorie, eine sehr schone iibrigens.
Inspiriert ist sie von den Alltagsphinomenen Zufall und Ungewissheit, und sie hilft durchaus, mit
diesen Phinomenen umzugehen, denn die Alltagsphinomene verhalten sich in erstaunlichem Mafle
so wie geeignet gebildete w-theoretische Modelle. Aber diese Ubereinstimmung ist ein empirischer
Befund, W-theorie selbst ist reine Mathematik.

Am Anfang einer ausformulierten mathematischen Theorie stehen Axiome, die zentrale Ei-
genschaften der Gegenstinde der Theorie erfassen. Das iibliche Axiomensystem der W-theorie
wurde von Andrej Kolmogorow in den dreifliger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts formuliert,
also erst nach einigen hundert Jahren Beschéftigung mit Fragen, die zur W-theorie gehoren. Es
bekéme dir nicht, wenn ich das Axiomensystem an den Anfang unserer Arbeit stellte und daraus
Satze deduzierte. Ich will aber auch nicht alles auf dein intuitives Bild von “Wahrscheinlichkeit”
stiitzen und einfach praktischen Fragen nachgehen. Deshalb gebe ich ein Modell vor, das unmittel-
bar einleuchtende Eigenschaften hat?. Damit und mit den daran aufgehéngten Begriffen arbeiten
wir dann. Auf diese Weise sind wir gleich mitten drin, ohne monatelange Durststrecke durch das
Dickicht der Kombinatorik, das auf den ersten hundert Seiten unseres Lehrbuches wuchert.

9.2 Das Standardmodell

Ich denke mir eine Maschine, die auf Befehl eines der Elemente w einer vorgegebenen Menge (2 so
auswihlt, dass alle Elemente von Q gleichberechtigt sind. Das war s schon! Die Elemente w €
heiflen Ergebnisse, die Menge ) selbst heifit Stichprobenraum. Man muss von der Menge )
selbst und von verniinftigen Teilmengen A C Q die Grofle messen konnen, wir bezeichnen die
Grofe von A mit |A|. Dann wird die Wahrscheinlichkeit P(A) auf

P4) = Al

= (22)

festgesetzt,® und diese verniinftigen Teilmengen heifien Ereignisse.

9.3 Beispiele

1. Dies ist der fiir uns wichtigste Typ: Es sei 2 die Menge der Punkte des Einheitsquadrats, und
fiir eine Teilmenge A von 2 sei |A| einfach der Flicheninhalt von A. Verniinftige A s sind solche,
die einen Flicheninhalt haben! Dann ist

P(Dreieck mit den Eckpunkten (0]0), (1/2]0) und (1[1/3)) = 5/1=1/12

P(Fliche unter der Normalparabel) = fol ?dz/l =%

P(Diagonale des Quadrats) = 0 und
P(

{(o[n)}) = 0.

2Was noch lange nicht sagt, dass ein solcher Gegenstand real existiert, nicht einmal, dass die postulierten
Eigenschaften des Modells logisch widerspruchsfrei sind.

3 Aufgepasst: Nach langem fruchtlosem Griibeln, was “W.” denn sei, wurde der gordische Knoten durchgeschla-
gen, indem man eine rechnerisch fassbare Gréfe bildete und festlegte, dass diese Grofle eben W. heifit. Natiirlich
verhilt sich die Grofle so, wie man es von der W. erwartet, sonst wire nichts gewonnen.
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2. Es sei 2 das Intervall [0; 2] der Zahlengeraden. Als verniinftige Teilmengen lassen wir solche
zu, die sich aus Teilintervallen zusammensetzen, ihr Maf ist die Summe der Léngen der Teilinter-
valle. Dann ist P([0;1]) =1/2.

3. Es sei 2 ={1,2,3,...,20}, und fiir eine Teilmenge A von ( sei |A| einfach die Anzahl der
Elemente von A. Wenn nun A alle durch drei teilbaren Zahlen von  enthilt, ist P(A) = 6/20.

9.4 Zufallsgrofien

Mathematisch ist eine Zufallsgréfle X einfach eine Abbildung X : @ — R. Am besten stellst du
dir das so vor, dass jedem w € Q) ein Zettel angeheftet ist, auf dem eine reelle Zahl steht. Die
Zahl auf dem Zettel an w ist der Wert X (w) von w unter X. Gleich zwei Beispiele, die sich auf
das erste 2 des vorigen Abschnitts beziehen: Wir heften jedem Punkt (z|y) des Einheitsquadrats
einen Zettel an und schreiben darauf schlicht die z-Koordinate des Punkts. Dann haben wir
eine Zufallsgrofie X definiert, und es ist X ((z|y)) = z. Trotz ihrer Einfachheit ist dies eine sehr
brauchbare Zufallsgrofie. Man konnte auf den Zettel an w = (z|y) auch den Abstand des Punkts
vom Nullpunkt schreiben, dann hétte man eine Zufallsgréfle, meinetwegen mit dem Namen Y, und
es wire Y ((z]y)) = 2% + y2.

Der Zufall kommt bei der Zufallsgréfle so ins Spiel. Wenn die Maschine auf Knopfdruck ihr w
ausspuckt, sehen wir es uns nicht selbst an, sondern nur seinen Wert X (w) unter X. Unter P(X =
1/2) oder unter P(1/3 < X < 1/2) oder unter P(Y < 1) versteht man die Wahrscheinlichkeit der
Teilmenge der w € €, deren X-Wert 1/2 ist oder deren X-Wert zwischen 1/3 und 1/2 liegt oder
deren Y-Wert hochstens 1 ist. Hier ist tibrigens

P(X=1/2)=0
P1/3<X <1/2)=1/6
PY<l)=n/4

Mache dir das an einer Zeichnung klar!

9.5 Vokabelheft

Ich gebe dir hier eine kurze Liste mit den wichtigsten Begriffen, den dafiir iiblichen Symbolen und
entsprechenden englischen Fachausdriicken.

Begriff Symbol | englische Bezeichnung | Anmerkung

Stichprobenraum Q sample space eine Menge

Ergebnis w outcome we

Ereignis A, B,... | event Teilmenge von

Wahrscheinlichkeit | P probability P(A) fir ACQ

Zufallsgrofie XY Z random variable Abb. Q - R

Verteilungsfunktion | F distribution function | F(z):= P(X < x)
von X

Dichtefunktion fro probability density F(z)=[*_f(t)dt
von X function

10 Ubungsaufgaben zu stetig verteilten Zufallsgrofien

Diese Aufgaben stammen aus dem Buch “A First Course in Probability” von Sheldon Ross, er-
schienen 1976 in New York.
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10.1 Example 1a, p. 122

Suppose that X is a continuous random variable whose probability density function is given by

Cldr —222) 0<z<?2
flz) = ( ) .
0 otherwise

What is the value of C? Find P(X > 1).

10.2 Example 1b, p. 122

The amount of time, in hours, that a computer functions before breaking down is a continuous
random variable with probability density function given by

—2/100 >
o) = e x>0
0 z<0

What is the probability that a computer will function between 50 and 150 hours before breaking
down? What is the probability that it will function less than 100 hours?

10.3 Example 1c, p. 123
The lifetime in hours of a certain kind of radio tube is a random variable having a probability
density function given by
0 z <100
x) = -
@) {1%20 x> 100

What is the probability that exactly 2 of 5 such tubes in a radio set will have to be replaced within
the first 150 hours of operation? *

10.4 Example 2a, p. 125

If X is uniformly distributed over (0;10) 3, calculate the probability that (1) X < 3, (2) X > 6,
and (3) 3< X < 8.

10.5 Example 2b, p. 126

Buses arrive at a specified stop at 15-minute intervals starting at 7 a.m. That is, they arrive at 7,
7:15, 7:30, 7:45, and so on. If a passenger arrives at the stop at a time that is uniformly distributed
between 7 and 7:30, find the probability that he waits (1) less than 5 minutes for a bus? (2) More
than 10 minutes for a bus?

10.6 Example 2c, p. 126

Consider a “random chord” of a circle. What is the probability that the length of the chord will
be greater than the side of the equilateral triangle inscribed that circle?%

4Diese Aufgabe ist nicht, wie die vorigen Aufgaben, nur eine technische Ubung. Da miissen wir uns eine ganze
Reihe von Gedanken machen und einige Voraussetzungen formulieren.

5gleich-verteilt, das heifit, dass die Dichtefunktion zwischen 0 und 10 konstant ist und sonst 0 ist.

SDiese Aufgabe ist schwierig!
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10.7 Example 3c, p. 133

An expert witness in a paternity suit testifies that the length (in days) of pregnancy (that is, the
time from impregnation to the delivery of the child) is approximately normally distributed with
parameters = 270 and o2 = 100. The defendant in the suit is able to prove that he was out of
the country during a period that began 290 days before the birth of the child and ended 240 days
before the birth. If the defendant was, in fact, the father of the child, what is the probability that
the mother could have had the very long or very short pregnancy indicated by the testimony?

10.8 Text: Exponential Random Variables, p. 136

A continous random variable whose probability density function is given, for some A > 0, by

Ae ™ >0
f(x)_{o 2 <0

[...] The exponential distribution often arises, in practice, as being the distribution of the amount
of time until some specific event occurs. For instance, the amount of time (starting from now) until
an earthquake occurs, or until a new war breaks out, or until a telephone call you receive turns
out to be a wrong number are all random variables that tend in practice to have exponential
distributions.

10.9 Example 4a, p. 136

Suppose that the length of a phone call in minutes is an exponential random variable with pa-
rameter A = %. If someone arrives immidiately ahead of you at a public telephone booth, find
the probability that you will have to wait (1) more than 10 minutes, and (2) between 10 and 20

minutes.

10.10 Example 4b, p. 137

Consider a post office that is manned by two clerks. Suppose that when Mr. Smith enters the
system he discovers that Mr. Jones is being served by one of the clerks and Mr. Brown by the
other. Suppose also that Mr. Smith is told that his service will begin as soon as either Jones
or Brown leaves. If the amount of time that a clerk spends with a customer is exponentially
distributed with parameter A, what is the probability that, of the three customers, Mr. Smith is
the last to leave the office?”

10.11 Zerfall

Ein Teilchen einer radioaktiven Substanz, das wir jetzt vor uns sehen, zerfillt zu einem zufilligen
Zeitpunkt. Die auf diese Weise gegebene Zufallsgrofle ist exponentialverteilt mit Parameter A = 8.
Wir sperren zwei Teilchen dieser Substanz in ein Gefi8, sie heiflen Hans und Fritz. Berechne
die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse.
a) Hans lebt mindestens doppelt so lange wie Fritz.
b) Nach 20 (Tagen) gibt es beide Teilchen nicht mehr.
c¢) Nach vier (Tagen) ist mindestens eins der Teilchen zerfallen.
d) Hans zerfillt im Zeitraum [4, 6].
e) Nimm an dass Fritz nach sechs (Tagen) noch da ist und dass Hans nicht mehr zu sehen ist. Wie
grof ist die W, dass Hans im Zeitraum [4, 6] zerfallen ist, wenn er mit Sicherheit nicht entkommen
konnte (er vielleicht entkommen ist)?
Bedenke, dass du zwei exponentialverteilte Zufallsgroflen brauchst, dass du fiir 2 einen geeig-
neten Korper wihlen musst und fiir die Ereignisse die richtigen Gebiete der zy-Ebene erkennen
musst.

"Diese Aufgabe ist schwierig!
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10.12 Rechnen mit Verteilungen ohne realistischen Bezug
a) Die Zufallsgrofie X habe die Dichtefunktion

Czx(d—2z) fir0<z<4
f(@) = { oo frbsas
0 sonst
Wie grof} ist C?7
b) Die Zufallsgréfle Y habe die Dichtefunktion

Cy fir0<y<4
9(y) =
0 sonst

Wie grofl ist C?
c¢) Durch

L Jf@)gly) fir0<azy<d
o sonst

ist eine Funktion R? — R gegeben. Unser Q ist der Kérper zwischen dem Graphen dieser Funktion
und der zy-Ebene. Ein Punkt w dieses Korpers werde zuféllig gew#hlt. Seine z-Koordinate liefert
die Zufallsgrofle X, seine y-Koordinate die Zufallsgroie Y. Weise die folgenden Tatsachen nach.
c(i) Esist Pla< X <b) = fab f(x) dz, das heifit, dass unser f aus a) Dichtefunktion von X ist.®
c(ii) Desgleichen fiir Y und g.
c(iv) Berechne P(1 < X,Y <2) und P(X +Y < 4).°

Hinweis: Lass dir den Korper und die Teile, die du betrachtest, durch Maple darstellen. Auch
die Integrale kannst du mit Maple nachrechnen.

11 Zum Begriff der Wahrscheinlichkeit

In einem bahnbrechenden Buch'? schafft A. Kolmogoroff der Wahrscheinlichkeitstheorie eine axio-
matische Grundlage und macht sie dadurch zu einer sauberen und leistungsfdhigen Theorie. Wich-
tige philosophische Fragen um die Wahrscheinlichkeit kénnen offen bleiben; Kolmogoroff betrachtet
eine Funktion P von einem geeigneten System von Teilmengen einer Menge (2 - den Ereignissen -
in das Intervall [0;1] und verlangt von ihr einige einfache Eigenschaften - das geniigt. Darauf steht
der ganze Bau.

Natiirlich fallen die Axiome mit den Eigenschaften nicht vom Himmel, sondern sind von den
Vorstellungen von Wahrscheinlichkeit inspiriert, die den Leuten vorschwebten. Komogoroff be-
schreibt dies ganz deutlich in einem eigenen Abschnitt mit der Uberschrift “Das Verhltnis zu
Erfahrungswelt”!!. Ich gebe einige Zeilen daraus wieder.

A Man kann praktisch sicher sein, daf}, wenn man [...] eine groe Anzahl von n Malen wie-
derholt und dabei durch m die Anzahl der Fille bezeichnet, bei denen das Ereignis A stattgefunden
hat, das Verhiltnis m/n sich von P(A) nur wenig unterscheidet.

B Ist P(A) sehr klein, so kann man praktisch sicher sein, daf} bei einer einmaligen Realisation
[...] das Ereignis A nicht stattfindet.

84 und b schrinkst du selbst sinnvoll ein

9Versiume nicht nachzurechnen, dass

4 p4
/ / zdzdy=1
o Jo

10Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Berlin 1933
1geite 3ff
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Bemerkung I Aus der praktischen Sicherheit zweier Behauptungen folgt die praktische Si-
cherheit der Behauptung ihrer gleichzeitigen Richtigkeit, obwohl der Sicherheitsgrad sich dabei
ein wenig erniedrigt. Ist jedoch die Anzahl der Behauptungen sehr grof}, so lassen sich aus der
praktischen Sicherheit jeder einzelnen Behauptung iiberhaupt keine Schliisse ziehen. Deshalb folgt
aus dem Prinzip A noch keineswegs, dafl bei einer sehr groflen Anzahl von Serien von Versuchen,
von denen jede Serie aus n Versuchen besteht, in jeder Serie der Quotient m/n sich von P(A)
wenig unterscheiden wird.

Bemerkung II Dem unméglichen Ereignis (der leeren Menge) entspricht kraft unserer Axio-
me die Wahrscheinlichkeit P()) = 0, wihrend umgekehrt aus P(A) = 0 die Unmoglichkeit des
Ereignisses A durchaus nicht zu folgen braucht; nach dem Prinzip B folgt aus dem Nullwerden
der Wahrscheinlichkeit nur, daf bei einer einmaligen Realisation [...] das Ereignis A praktisch
unmoglich ist. Das bedeutet keineswegs, dafl auch bei einer geniigend langen Reihe von Versuchen
das Ereignis A nicht auftreten wird. [...]

12 Klausur 3

1) In der dunklen Werkstatt hat Herr Karl eine Schublade mit Arbeitshandschuhen. Zwei linke
und ein rechter Handschuh liegen darin. Herr Karl nimmt so lange einzeln Handschuhe aus der
Schublade, bis er ein Paar hat.

a) Nenne die Anzahl der erforderlichen Ziehungen X und berechne E(X).

b) Was bedeuten die Aussagen E(X) = 2,1 und P(X = 2) = 0,7 in diesem Zusammenhang
praktisch?

2) a) Es sei f(z) = ¢ fiir 0 <z < 1 und 0 sonst. Bestimme ¢ so, dass f Dichtefunktion einer
ZufallsgroBe X ist, bestimme die Verteilungsfunktion F' von X und zeichne die beiden Graphen.
b) Gib ohne Rechnung den Erwartungswert von X an. Begriinde deine Antwort kurz.

3) Zeichne in ein Koordinatensystem den Halbkreis mit Mittelpunkt A/ (0]0) und Radius 5, der
oberhalb der z-Achse liegt, und verbinde den Punkt A(3|0) mit dem Kreispunkt B(3|4).

a) Ein Punkt P des Halbkreises'? werde zufillig gew#hlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
schneiden sich die Strecken M P und AB

(i) tiberhaupt

(ii) im Mittelpunkt von AB?

b) Nimm an, es sei schon bekannt, dass sich die beiden Strecken schneiden. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit liegt der Schnittpunkt dann unterhalb des Mittelpunkts von AB?

4) Das Flichenstiick unter der Normalparabel zwischen z = 0 und z = 1 rotiere um die
z-Achse. Es entsteht ein Rotationskorper. Ein Punkt w des Korpers werde zufiillig gewahlt, die
Zufallsgrofle X bezeichne seine z-Koordinate.

a) Berechne P(X < 1).

b) Bilde die Verteilungsfunktion F' und die Dichtefunktion f = F' von X.

¢) Berechne E(X).

d) Welche physikalische Bedeutung mag der Wert aus ¢) haben?

5) Der Zerfallszeitpunkt des radioaktiven Teilchens Fritz sei eine Zufallsgrofie X mit der Dich-
tefunktion f(z) = e ® fiir > 0.

a) Berechne E(X). Was bedeutet der Wert?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit zerfillt Fritz in der ersten Zeiteinheit?

12Hier meine ich wirklich nur die Kreislinie, nicht die Kreisscheibe!
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c) Nimm an, Fritz erlebt den Zeitpunkt 4. Mit welcher Wahrscheinlichkeit zerfillt er dann in
der nichsten Zeiteinheit? Das sollst du hier wirklich ausrechnen und dann sagen, warum du es
eigentlich nicht rechnen musstest.

d) Wie lange dauert es, bis Fritz (i) mit Sicherheit (ii) mit 99,9%-iger Wahrscheinlichkeit
zerfallen ist?

e) Wir sperren wieder Fritz zusammen mit dem Teilchen Klara gleicher Sorte in eine Bleikam-
mer. In einer Zeiteinheit wird der Strahlenschutzbeauftragte erwartet. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit werden sie dann beide zerfallen sein?

f) Mit welcher Wahrscheinlichkeit lebt Klara mindestens doppelt so lange wie Fritz, aber
hochstens zwei Zeiteinheiten?

13 Ubung zum Rechnen mit Erwartungswerten

Wir wiirfeln zweimal mit einem Tetraeder - seine Seitenflichen zeigen die Zahlen 1 bis 4. Gewtirfelt
ist die Zahl auf der Fliche, auf der das Tetraeder zu liegen kommt.

1) Es sei X; die im i-ten Wurf gewiirfelte Augenzahl. Berechne E(X;) und V(X;). Gib Erwar-
tungswert und Varianz von X; 4+ X5 und von X; - X5 an.

2) Es sei G die grofite gewiirfelte Augenzahl und K die kleinste.
a) Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

P(G=3) P(K=2) P(G=3K=2)
Pg=3(K =2) Pg=3(K =4) P(G<2)

Am besten zeichnest du dir Q2 als Rechteck hin und teilst es in Spalten und Zeilen ein, so dass
in jeder Zeile die Elemente w mit dem gleichen G(w) und in jeder Spalte die Elemente mit dem
gleichen K (w) stehen. Sind G und K unabhiingig?

b) Zeichne den Graphen der Verteilungsfunktion von G.

c) Berechne Varianz und Erwartungswert von G und von K, von G + K und von G - K.
Vergleiche deine Ergebnisse mit dem, was die Regeln vorhersagen.

3) Wir werfen den Wiirfel n-mal, bezeichnen die im i-ten Wurf erzielte Augenzahl mit X; und
bilden den Mittelwert

a) Gib Erwartungswert und Varianz von S,, an.
b) Was sagt die Ungleichung von Tschebyschew iiber

und was bedeutet das fiir grofie n? Bleibt das Ergebnis stabil, wenn man 0,1 durch eine beliebig
kleine positive Zahl € ersetzt? Formuliere das Ergebnis prézise und wiirdige es: Es ist von grofer
Bedeutung fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie.

14 Statistik

Damit du besser durchblickst, schreibe ich hier ein paar Dinge zusammen; die Uberschrift passt
nicht ganz.
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14.1 Lage- und Streuungsparameter einer Zufallsgrofie

Es sei X eine Zufallsgrofle auf einem Ergebnisraum 2. Zun&chst konnen wir Wahrscheinlichkeiten
ausrechnen, dass X einen Wert annimmt, der in einem bestimmten Bereich liegt. Dann kénnen wir
fragen, was denn typischerweise herauskommt, wenn man einen Wert von X auslost. Eine Antwort
auf diese Frage ist der Erwartungswert E(X) der Zufallsgrofe.

14.1.1 Der Erwartungswert E(X) der Zufallsgrofie X

Die Definition ist
E(X):= Y aP(X=x) (23)
z€X(Q)

fiir eine diskrete Zufallsgrofie und
E(X):= / zf(z)dx (24)
X(Q)

fiir stetig verteiltes X mit Dichtefunktion f.'3

Die Bedeutung des Erwartungswerts muss dir klar sein: Wenn du viele Werte von X auslost
und ihren Durchschnitt bildest, sollte ungefihr der Erwartungswert herauskommen. Das heif3t
keineswegs, dass alle Werte von X in der Nihe des Erwartungswerts ligen, vielleicht gibt es in der
Nahe des Erwartungswerts {iberhaupt keine Werte von X.

Damit sind wir beim n&chsten Punkt: Die Werte von X streuen. Fiir diese Streuung hitte man
gern ein Maf}, und das gingigste Streuungsmaf ist die Varianz V(X) der Zufallsgrofie bzw. die
daraus berechnete Standardabweichung o := /V(X).

14.1.2 Varianz V(X) und Standardabweichung o der Zufallsgrofie X

Ich schreibe eine Definition der Varianz hin:
V(X) = B ((X - B(X))*) (25)

Die Varianz heifit demnach auch mittlere quadratische Abweichung.

Zwei wichtige Aussagen iiber die Varianz:

1) Die Zufallsgrofle X besitzt Werte sowohl im Bereich [E(X) — o, E(X) + o] als auch in dem
Bereich, der aus den beiden Teilen (—oo, E(X) — o] und [E(X) + o,00) besteht.!4

2) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgrofie Werte liefert, die von E(X) mindestens a
entfernt sind, kann nicht beliebig grofl sein. Eine obere Schranke fiir diese Wahrscheinlichkeit
liefert die beriihmte Ungleichung von Tschebyschew

V(X)

P(X - B(X)| 2 0) < 5

(26)

14.1.3 Gesetze fiir £ und V

Erwartungswert und Varianz gehorchen den folgenden Gesetzen fiir Zahlen » € R und Zufalls-
gréflen X und Y auf dem gleichen Q:

E(X+Y)=EX)+EY) EX)=rEX) (27)
V(rX) =r*vV(X) V(X +7r)=V(X) (28)

Falls X und Y unabhingig von einander sind, gilt sogar noch

E(XY)=EX)EY) V(X+Y)=V(X)+V(Y) (29)

13Dir sollten die Symbole inzwischen so vertraut sein, dass du sie verstehst und selbst sachgerecht benutzen
kannst. Lies da blof8 nicht so driiber weg!
147eichne dir bei solchen Angaben immer eine Skizze der Merkmalsachse und suche die Bereiche auf!
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14.1.4 Bernoullis Schwaches Gesetz der groflen Zahl

Nun haben wir genug beisammen, ein wichtiges Ergebnis der W-Theorie zu formulieren und zu
beweisen, das oben im Abschnitt Erwartungswert schon angedeutet wurde. Dazu losen wir n
Werte der Zufallsgrofle X aus und bilden den Mittelwert. Wenn man n Werte von X auslost,
erhélt man eine Liste x4, z2, . . ., 2, von Werten von XM; ich spreche manchmal auch von Worten,
das Alphabet ist die Menge der Werte von X. Der i-te Buchstabe x; des Worts ist selbst Wert
einer Zufallsgrofie X;, und X; ist praktisch eine Kopie von X selbst. Insbesondere hat X; den
gleichen Erwartungswert und die gleiche Varianz wie X. Nun konnen wir Erwartungswert und
Varianz des Mittelwerts M ausrechnen:

BOM) = B Y X) = -3 B(X) = 5 S B(0) = taB(X) = B(X)  (30)
Analog:
VO = V(Y X = SV (X) = 2V (X) (31)

Der Mittelwert M streut also weniger als X selbst! Die Tschebyschew-Ungleichung liefert nun das
Ergebnis. Fiir jede (noch so kleine) Zahl € > 0 gilt nimlich

P(|M —E(M)|>e¢) < = 32
(M -E(M)| > ) < T =3 (32)
Die rechte Seite der Ungleichung strebt aber gegen 0 fiir n gegen oo! Das heifit: Die Wahrschein-
lichkeit, dass der Mittelwert von n Werten von X den Erwartungswert von X um mindestens € > 0
verfehlt, strebt gegen 0 fiir n gegen 0o. Dies ist Bernoullis Schwaches Gesetz der grofien Zahl. Bei
Mittelwerten realer Messwerte stellt man eben dieses Verhalten fest, das wir gerade fiir die Zu-

fallsgroBen der W-Theorie bewiesen haben - ein Hinweis auf eine Anwendbarkeit der W-Theorie
auf die Wirklichkeit.

14.2 Bernoulli-Versuche und binomialverteilte Zufallsgréflen
14.2.1 Definition und Eigenschaften

Wenn € nur zwei Elemente hat, nennt man das eine Erfolg, das andere Misserfolg, und bezeichnet
die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten mit p und mit ¢ = 1—p. Den Zufallsversuch selbst nennt man
dann Bernoulli-Versuch. Wiederholt man den Bernoulli-Versuch n-mal unabhéngig, nennt man dies
eine Bernoulli-Kette der Linge n, und man interessiert sich fiir die Anzahl X der Erfolge, die dabei

auftreten. Fiir die Werte £ = 0,1, ...,n, die X annehmen kann, hat man die Wahrscheinlichkeiten
Bln,p. k) = PX =) = () (33)

Die ZufallsgréBe X heifit binomialverteilt mit den Parametern n und p, kurz B(n, p)-verteilt.

Der Erwartungswert eines Bernoulli-Versuchs ist p, die Varianz pq. Erwartungswert und Va-
rianz von X selbst berechnet man bequem mit Hilfe der Regeln (wie oben im Abschnitt {iber
Bernoullis Schwaches Gesetz der grofien Zahl) zu

E(X)=np und V(X)=npq (34)

14.2.2 Die integrale Niherungsformel von de Moivre und Laplace

Fiir grofe n und k ist die Berechnung von P(X = k) und besonders fiir P(X < k) sehr aufwendig
(obwohl man mit einem Rechner recht weit kommt). Hier verwendet man eine Niherungsformel,
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die man traditionell anwendet, wenn npg > 9 ist. Beweise laufen mit viel harter Analysis; wir
iibernehmen hier nur das Ergebnis, und das sieht so aus:
k+0,5—E(X)

g 1,2 - E(X
P(X < k) ~ L e 2% dx =: @(HL()

- V2T /o o

Der Hintergrund ist, dass das Histogramm der zu X gehorigen standardisierten Zufallsgrofle Z :=
X=BX) Qurch die GauB-Funktion ¢ angendhert wird, deshalb bekommt man die gewiinschte
Wahrscheinlichkeit niherungsweise durch ein Integral {iber die Gaufl-Funktion. Dessen Werte muss
man freilich wieder einer Tabelle entnehmen. Die Gaufl-Funktion ¢ kennst du aus der Analysis

und als Dichtefunktion einer stetig-verteilten Zufallsgrofie.

) (35)

14.2.3 Anwendungen

Binomialverteilte Zufallsgréflen sind fiir uns so wichtig, weil wir damit praktische Vorgénge mo-
dellieren konnen. Die Anzahl der defekten Stiicke in einer Lieferung aus einer Massenfertigung
mit konstantem Ausschussanteil kann man als binomialverteilte Zufallsgréfle ansehen, das ist das
eine wichtige Beispiel. Zweites Beispiel sind Umfragen, bei denen nur mit ja oder nein geantwortet
werden kann. Einzelheiten folgen im nichsten Abschnitt.

14.3 Beispiele fiir Schitz- und Testaufgaben

Damit sind die Grundaufgaben der beurteilenden Statistik genannt. Ich gebe ein Beispiel. Der
Biirgermeister ldsst n Leute befragen, ob sie mit ihm zufrieden sind. Welche Schliisse auf den
Anteil der Zufriedenen lisst ein solches Umfrageergebnis zu? Beispiele fiir solche Schiitzaufgaben,
auch welche mit grofler praktischer Bedeutung, gibt es in Fiille.

Zweites Beispiel: Lieferant und Kunde verabreden, dass eine Stichprobe aus einer Lieferung
gezogen und untersucht wird. Finden sich darin hochstens k fehlerhafte Stiicke, passiert dies,
sonst das. Eine Lieferung mit Ausschussanteil p wird dann mit der Wahrscheinlichkeit P(X, < k)
angenommen und mit der Wahrscheinlichkeit P(X, > k) abgelehnt. Diese Wahrscheinlichkeiten
sind Funktionen von p, und wir kénnen ausnutzen, dass wir mit Funktionen umzugehen verstehen.

14.4 Parameterschitzung: Das Konfidenzintervall

Sagen wir, 110 von 200 Leuten geben bei einer Umfrage an, dass sie mit der Arbeit ihres Biirger-
meisters zufrieden sind. Was kann man daraus schliefen? Man kann dem Biirgermeister natiirlich
sagen, dass eine Umfrage ergeben habe, dass 55% der Bevolkerung mit ihm einverstanden sind,
aber es ist klar, dass diese Angabe mit einer Unsicherheit behaftet ist und dass die Unsicherheit
kleiner wire, hitten sich 330 von 600 Leuten fiir ihn ausgesprochen.

Ziumen wir einmal das Pferd von hinten auf: Wenn der Anteil der Leute in der Bevolkerung,
die mit der Politik des Biirgermeisters einverstanden sind, pg betrigt und wir n zufillig gewihlte
Biirger nach ihrer Meinung befragen, kénnen wir so tun, als hiitten wir es mit einer Bernoulli-
Kette der Liange n mit Erfolgswahrscheinlichkeit pg zu tun. Die Anzahl X der Ja-Stimmen ist
dann eine B(n, po)-verteilte Zufallsgrofe. Theoretisch kann, wenn pg nicht 0 oder 1 ist, jeder der
Werte von 0 bis n herauskommen, aber der Lowenanteil der Wahrscheinlichkeit konzentriert sich
auf die Werte, die nicht zu weit vom Erwartungswert weg liegen. Man fasst sich nun ein Herz und
trifft die folgende

Annahme: Der erhaltene Wert k von X liegt in der 95%-Umgebung des Erwartungswerts

und ist sich dabei der Tatsache bewusst, dass diese Annahme mit der Wahrscheinlichkeit 5% falsch
ist. Diese 5% heiflen Irrtumswahrscheinlichkeit.!® Dieser Schritt mag dir gegen den Strich gehen,
er ist aber unumgénglich. Wer kein Irrtumsrisiko in Kauf nehmen will, kann nicht mit Hilfe von
Wahrscheinlichkeitstheorie versuchen, aus unvollstindigen Datenlagen das Beste zu machen.

15Man hitte statt 95% natiirlich auch 99% oder sonstwas nehmen kdnnen.
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Man bestimmt nun alle Wahrscheinlichkeiten p mit der Eigenschaft, dass der beobachtete Wert
k von X in der 95%-Umgebung des Erwartungswerts np der B(n,p)-verteilten Zufallsgrofie X,
liegt. Diese p bilden ein Intervall, das sogenannte Konfidenzintervall zum Umfragergebnis k und
zur Irrtumswahrscheinlichkeit 5%.

Am einfachsten geht die Berechnung der Grenzen des Konfidenzintervalls so, wie Bernd es
vorgeschlagen hat: Wir berechnen

r=&"1(0,975) ~ 1,956 (36)

- das ist der Radius der 95%-Umgebung des Erwartungswerts der zu X, gehorigen standardisierten
Zufallsgrofle, wie du dir am Graphen der Gaufifunktion ¢ klarmachst. Der gesuchte Radius der
95%-Umgebung des Erwartungswerts von X, selbst ist dann

ro = r\/m (37)

Das Umfrageergebnis k liegt in der ro-Umgebung des Erwartungswerts np von X, wenn
|k —np| <ro (38)

ist. Quadriert man dies und ersetzt das < durch =, erhilt man eine quadratische Gleichung, deren
beide Losungen das grofite und das kleinste zuldssige p sind. Die Rechnung ist tiberaus ldstig. Maple
hat das fiir mich erledigt, fiir k¥ = 110 und n = 200 ist das Konfidenzintervall [0,481; 0,617].

Die Aussage, laut Umfrage lige der Anteil der Anhiinger des Biirgermeisters mit der W. 95%
zwischen 48% und 62% ist so suggestiv und verbreitet wie blodsinnig. Wahrscheinlichkeitsaussagen
sind grundsétzlich nur iiber Ergebnisse von Zufallsversuchen moglich, der Anteil der Anhiinger des
Biirgermeisters ist aber nicht Ergebnis eines Zufallsversuchs. Die korrekte Auskunft lautete so: Das
gelieferte Konfidenzintervall ist mit Hilfe eines Verfahrens bestimmt worden, das mit der W. 95%
ein Intervall ergibt, das das wahre pg tiberdeckt. Kaum einem Anwender kann man eine so filigrane
Expertise zumuten, das gebe ich zu, aber billiger geht es nicht, wenn man redlich bleiben will.

Die Folgen liegen auf der Hand: von den 95%-Konfidenzintervallen, die eine Firma am laufen-
den Band liefert, sind im Mittel 5% falsch. Die Fehlerquote bei den 10.000 Behauptungen aufgrund
statistischer Untersuchungen, die téglich die Nachrichtenagenturen iiberfluten, halte ich fiir deut-
lich hoher. Mehr als ein gewisser Unterhaltungswert ist da nicht drin, aber darin liegt ja auch ein
gewisser Reiz.

15 Klausur Nr. 4

1) Ein Hersteller von Tennisbéllen trifft mit einem groflen Kunden die Verabredung, dass eine
Lieferung zuriickgewiesen wird, wenn unter hundert gepriiften Béllen mehr als zwolf Méngel auf-
weisen.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Lieferung mit einem Anteil p = 0,1 nicht
einwandfreier Bélle zuriickgewiesen wird?

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Lieferung mit einem Anteil p = 0,2 nicht
einwandfreier Bélle unbeanstandet bleibt?

c) Zeichne aus der Hand, wie du dir den Graphen der Funktion

flp) = P(Xp <12)
vorstellst (dabei ist X, natiirlich B(100, p)-verteilt).
2) a) Die Zufallsgréfle X nimmt die Werte 5 und —5 jeweils mit der Wahrscheinlichkeit % an.

Bestimme Erwartungswert und Varianz von X und zeichne die Graphen der Funktionen f(a) =
V(X)/a? und w(a) = P(|X — E(X)| > a) in ein Schaubild. Was soll dieser Auftrag?
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b) Es sei X eine Zufallsgréle, die nur Werte > 0 annimmt. Schreibe den Rechenausdruck
fiir den Erwartungswert E(X) hin, wende die Beweisidee der Tschebyschew-Ungleichung an und
schliefle, dass
E(X)

a

P(X > a) <

sein muss.
c) Die Zufallsgrofie X sei stetig verteilt mit Dichtefunktion

f(g;):{zl_Z firx>1

0  sonst
Versuche, den Erwartungswert E(X) zu berechnen.

3) Eine Urne enthiilt fiinf rote und 10 weile Kugeln. Es wird n-mal eine Kugel gezogen, die
gezogene Kugel wird nicht zuriickgelegt.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit (bei (iv) und (v) geniigen Rechenausdriicke), dass

(i) die erste gezogene Kugel rot ist;

(ii) die zweite gezogene Kugel rot ist;

(iii) die dritte gezogene Kugel rot ist;

(iv) rrwr gezogen wird;

(v) von den ersten vier gezogenen Kugeln genau drei rot sind.

b) Es sei nun X die Anzahl der weilen unter den n gezogenen Kugeln. Wir suchen E(X).
Bezeichne dazu die Anzahl der weiflen Kugeln bei der i-ten Ziehung mit X; und begriinde, dass
EX;)=p= % ist. Dann erhiltst du E(X) iiber die Summenregel, wie {iblich.

c) Jetzt denkst du vielleicht, auch V(X)) fiele dir fiir das X aus b) in den Schof8. Aber V(X)
ist nicht nV (X;). Ist unsere Summenregel fiir die Varianz falsch?

4) Klaus hat mal wieder in der Schule gefehlt, und nun hat er Miihe, den Stoff nachzuarbeiten.
“Das Histogramm der zur Zufallsgrofle X gehorigen Zufallsgrofle Z sieht etwa so aus wie der Graph
der Gauf-Funktion ¢, und deshalb kann man mit Hilfe des Integrals iiber die Gauf-Funktion
Wahrscheinlichkeiten P(a < X < b) ausrechnen”, sagte man ihm. Hm, erstmal ein Beispiel.
Klaus nimmt fiir X eine B(2, §)-verteilte Zufallsgrofie und zeichnet ihr Histogramm und das der
zugehorigen standardisierten Zufallsgroie Z. Dann berechnet er P(0 < X < 2) mit Hilfe von
¢. Natiirlich ist er mit dem Ergebnis nicht sonderlich zufrieden. Er beschwert sich bei seinem
Mitschiiler Rudi: “Wie soll das denn iiberhaupt funktionieren? Das Z nimmt nur Werte in einem
begrenzten Bereich an, aber op(z) ist fiir jedes z € R positiv.” Zum Gliick weil Rudi Bescheid.
“Stimmt”, antwortet er. “Bleibe meinetwegen bei p = % Dann musst du das n aber so grofl wihlen,
dass die Werte von Z wenigstens den Bereich von —3 bis 3 abdecken. Sonst wird der Fehler zu
groB.”

a) Welchen Satz hatte der Kurs in Klaus” Fehlstunde gelernt?

b) Was steht auf Klaus” Zettel? Zeichne die Histogramme seines X und seines Z und berechne
die Wahrscheinlichkeit P(0 < X < 2) auf Klaus” Art.

¢) Nimm zu Klaus” Einwand Stellung!

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, die Rudi vernachlissigt, wenn er ¢ nur im Bereich von
—3 bis 3 betrachtet?

e) Wie grof} soll Klaus das n nach Rudis Rat wihlen? Berechne den Wert.

f) Wie grof} ist die Varianz des X zu p = 1 und dem in e) berechneten n? Sagt dir das Ergebnis
etwas?

16 Nachschreibklausur Nr. 4

1) a) Es sei X eine B(3, ;)-verteilte ZufallsgroBe. Zeichne das Histogramm von X und das der
zugehorigen standardisierten Zufallsgrofie.
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b) Nenne ein Beispiel fiir eine B(10, §)-verteilte Zufallsgrofe X, gib die Formel fiir P(X = k)
an und begriinde, dass sie richtig ist. Gib einen Beweis fiir (X)) = 1.

2) Die Zufallsgrofie X sei stetig verteilt mit der Dichtefunktion

f(.CL')Z{zz_S firz>1

0  sonst
Berechne E(X) (Ergebnis: 2) und versuche, V(X) zu berechnen.

3) “Jedes dritte Los ein Treffer”, lautet die Werbung einer Lotteriegesellschaft. Der Verein
“Kampf dem unlauteren Wettbewerb” lisst 100 Lose untersuchen.

a) Wieviel Gewinnlose kann man verniinftigerweise unter den 100 Losen erwarten?

b) Wenn weniger als zwanzig Gewinnlose gefunden werden sollten, will der Verein eine Pres-
sekampagne gegen die Lotteriegesellschaft starten. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
Lotteriebetreiber Ziel einer Kampagne wird, obwohl seine Werbung wahr ist?

c) In der Stichprobe werden 42 Gewinnlose gefunden. Was kann man iiber den Anteil der
Gewinnlose aussagen?

Hinweis: Die Zahl der Lose soll so riesig sein, dass die Entnahme der Stichprobe keinen Einfluss
auf den Anteil der Gewinnlose hat.

4) In einem Kursraum mit 100 m® Volumen befinden sich, sagen wir, 102¢ Luftteilchen. Diese
sind in stindiger regelloser Bewegung; es ist unmdoglich vorherzusagen, an welcher Stelle des Kurs-
raums sich ein Luftteilchen in einer Minute befinden wird, wenn man weif}, wo es jetzt gerade ist.
Deshalb kann man gut sagen, dass der Ort des Teilchens in einer Minute nur vom Zufall abhingt.

a) Wir grenzen in Gedanken einen Bereich von 2m x 1m x 1m des Kursraums ein. Da sitzt
du. Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich ein bestimmtes Luftteilchen in einer Minute in
deinem Bereich?

b) Wieviele Teilchen sollten im Mittel in deinem Bereich sein?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befinden sich in einer Minute zufillig alle Luftteilchen in
deinem Bereich? (schlecht fiir deine Kollegen, die haben keine Luft zum Atmen)

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Teilchen in deinem Bereich vom
Mittelwert aus b) um mindestens 1% abweicht

(i) ndherungsweise

(i) maximal nach Tschebyschew?

d) Was sagt das Schwache Gesetz der groflen Zahl aus?

Teil III
13.1: Lineare Algebra

17 Einstieg ins Halbjahrsthema

Liebe Leute, ich wiinsche euch, dass ihr schone Ferien hattet, und ich wiinsche euch ein gutes
letztes Schuljahr! Da ich gleich eine ganze Woche weg bin, seid ihr einige Tage auf euch gestellt:
ihr sollt euch einen Gegenstand selbst erarbeiten.

Unser Gebiet heifit “Lineare Algebra”. Algebra handelte urspriinglich vom Losen von Gleichun-
gen, und die Gleichungen der Linearen Algebra sind linear, das heifit, es kommen keine Quadrate
oder Wurzeln der Unbekannten oder noch Schlimmeres vor. Was dann noch bleibt, ist so schlicht,
dass du vielleicht schon befiirchtest, man kime dir in der 13 mit trivialen Inhalten. Gemach, Sy-
steme linearer Gleichungen haben eigentiimliche Eigenschaften, die reichlich Stoff fiir Forschungen
geben.
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Aber zunichst nur Syteme linearer Gleichungen, abgekiirzt LGS. Nehmt das Buch, lest die
Einleitung auf der ersten Seite bis (ausschliefilich) A, werft nur einen Blick auf die Beispiele in A
(seht daran, dass LGS vielerorts vorkommen) und geht zu B auf Seite 10. Lest euch den Text von
B durch, arbeitet dann die Paragraphen 1.2 und 1.3 durch. Lost dann die Aufgabe 1.2 a) auf S.
17 und das System mit den Biiffelpreisen auf S. 11. Das ist schon alles.

Wenn du fertig bist, kennst du Beispiele fiir LGS und ein Losungsverfahren dafiir, ndmlich
den Gaufischen Algorithmus. Das ist das Standardverfahren, und das wird zur Lésung von LGS
benutzt. Kraut- und Riiben-Methoden sind nicht zuldssig. Halte dich auch strikt an die Schreib-
weise, schreibe die Variablen schon untereinander, wie das im Buch in Aufgabe 1.2 gemacht ist.
Und notiere hinter jeder Gleichung eines Systems beim Losen, wie du sie bekommst. Wenn du die
dritte Gleichung des bearbeiteten Systems als Summe der dritten Gleichung und des 7-fachen der
zweiten Gleichung des vorigen systems bekommst, schreibe dahinter

\[11+ 711 .

Und es wird immer das ganze System geschrieben, Biotope von Gleichungen werden nicht geduldet.

Vielleicht wundert dich, dass ich so auf einem Formalismus beharre. An den LGS hiingen die
Begriffe Vektor und Matrix, Matrixabbildung, Vektorraum, Basis und Dimension und viele andere:
eben die ganze Lineare Algebra. Es ist eine im Vergleich zur Analysis recht junge Theorie, und
sie ist sehr erfolgreich. Ob man ein Ziel erreicht oder nicht, ob man zu einem wichtigen Begriff
gelangt, ihn sieht und versteht oder nicht, hingt in der Linearen Algebra oft daran, ob man eine
angemessene Schreibweise benutzt oder nicht.

Damit habe ich das Programm genannt bis auf einen wichtigen Punkt: Es ist ungeheuer frucht-
bar, die Begriffe der Linearen Algebra geometrisch zu deuten. Manches kann man ohne diese
geometrische Deutung tiberhaupt nicht angemessen verstehen. Die Geometrie ihrerseits erfahrt
duch die Lineare Algebra eine Ausdehnung auf hoherdimensionale Rdume. Das ist eine spannende
Sache, du wirst sehen.

18 Vektoren und Matrizen
18.1 Die Vektor-Matrix-Schreibweise eines LGS
Sagen wir, nach der Anwendung des Gaufischen Algorithmus sehe unser Gleichungssystem so aus:

z + y - z = 4
y + 2z -3

Dies ist ein 2 x 3-LGS: es hat zwei Gleichungen und drei Variable. Eine Loésung finden wir leicht:
wir kénnen z frei wihlen, z.B. z = 0. Dann ist y = —3 und schliefllich z = 7. Das ist aber nur eine
Losung, deshalb erfindet man neue Objekte, um die Losung angemessen schreiben zu kénnen. Man
fasst die drei Werte in einer Dreierspalte zusammen. Die Stelle, an der ein Wert steht, zeigt an, zu
welcher Variablen er gehort. Diese Spalten heiflen Vektoren, man setzt zur Kennzeichnung einen
Pfeil {iber den Namen des Vektors. Unsere Losung schreiben wir dann so:

7
ia=|-3] eRr®
0

Man erfasst nun das Koeffizientenschema der linken Seite in Form einer 2 x 3-Matrix A. Die sieht

SO aus:
1 1 -1
Am (O ! 2) (39)

Eine m x n-Matrix ist einfach ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n Spalten. Die
Zahlen darin heiflen die Eintrige der Matrix, der Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
heifit Ajj -
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Mit der rechten Seite

kénnen wir unser LGS kurz so schreiben:
AZ =10 . (40)

Dies ist die Vektor-Matrix-Schreibweise des LGS.

18.2 Rechnen mit Vektoren und Matrizen

Unsere neuen Objekte, ndmlich Vektoren und Matrizen, gestatten eine Kurzschreibweise fiir LGS.
Das ist zwar schon, aber entscheidend ist etwas ganz anderes: Mit den neuen Objekten rechnet
man. Beginnen wir mit den Vektoren!. Die Menge aller Vektoren mit n Eintréigen heifit der
Spaltenraum R™. Fiir Z,7 € R” und r € R definiert man Summe und Vielfaches auf diese Weise:

€ U1 1+ Y1 X1 rIy

. T2 Y2 T2 + Y2 . T2 )

F+g=| " |+| =] ri=r| . |=] . (41)
Tn Un Tp + Yn Zn TTn

Eine m x n Matrix A = (a;;) kann man mit einem n-Vektor & multiplizieren. Das Ergebnis ist ein
m-Vektor b:

aii a9 . A1n 1 Zl
asi a929 . aon T2 L 2 (42)
am1 Qm2 .- Q(Amn Tn bm

Dabei sind die Eintriage von b auf folgende Weise festgelegt:
bi = Z Qi3T5 (43)
j=1

18.3 Die Struktur der Lésungsmenge unseres LGS

Du magst dich vielleicht darauf einlassen, dass man den R" einfiihrt, damit eine Losung eines
LGS auch nur ein Ding ist. Aber warum rechnet man mit diesen neuen Objekten? Der Grund
ist der folgende. Fine Menge, mit deren Elementen man rechnen kann, ist nicht mehr nur ein
Sammelsurium von Gegenstinden, sondern sie trigt eine Struktur. Den Nutzen sollst du sogleich
sehen.

Samtliche Losungen unseres LGS gewinnen wir nach Markus” Methode. Wir w&hlen z € R
beliebig. Dann muss y = —3 — 2z sein, damit die zweite Gleichung erfiillt ist, und anschliefend

z2=4—y+2=4—(-3-22)+2=7+3z

sein, damit auch die erste Gleichung erfiillt ist. Somit erhalten wir als Losungsmenge des LGS die
Menge
7+ 32
M={|-3-2z| |z€R
z

16Einen Vektor kannst du als Spezialfall einer Matrix auffassen, nimlich als einspaltige Matrix.
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An dem von z abhingigen Vektor in M schrauben wir etwas herum, und zwar zerlegen wir ihn in
einen festen und in einen von z abh#ngigen Teil und ziehen aus dem zweiten Teil das z heraus.

7+ 3z 7 3z 7 3
—3-2z|=-3|+|-2z)=-3]|+=z2]| -2
z 0 z 0 1

Was haben wir erreicht? Die Losungsmenge des LGS lisst sich so darstellen: Man addiert zu
einem festen Vektor - dem wir iibrigens oben schon begegnet waren - siimtliche Vielfache eines
zweiten Vektors. Na und? Nun: Die Vektoren des R® konnen wir uns als Pfeile vorstellen, die vom
Nullpunkt des Koordinatensystems zu den Raumpunkten mit den entsprechenden Koordinaten
zeigen!”. Die Menge aller Vielfachen eines Vektors steht dann fiir die Gerade durch den Nullpunkt
und den Punkt des Vektors. Dadurch, dass man einen festen Vektor hinzuaddiert, héngt man die
Gerade nur in einem anderen Raumpunkt auf, man verschiebt sie im Raum so, dass sie durch den
Punkt des festen Vektors geht.

Fazit: Die Losungsmenge eines LGS ist nicht irgendwelcher Miill. Es kommen nur Mengen
heraus, die fiir klar definierte geometrische Objekte stehen, nimlich einzelne Punkte, Geraden,
Ebenen, ... . Dazwischen gibt es nichts. Durch dieses Zusammenspiel zwischen Geometrie und
Algebra versteht man die Sache erst richtig. - Jetzt lasst uns das alles in Ruhe betrachten und
einfiben.

19 Algebra und Geometrie

Wir haben den Spaltenraum R"™ eingefiihrt. Das ist zuniichst die Menge der n-Spalten. Die Menge
wird dadurch zu einem “Raum”, dass man in der Menge rechnet. Fiir Z,§ € R® und r € R haben
wir £+ ¢ und rZ erkldrt. Dieser Raum ist der harte Boden der Tatsachen unserer Arbeit. Beweise
werden letztlich immer hier gefiihrt: wir treiben abstrakte Algebra.

Dennoch: wie im letzten Abschnitt schon angesprochen wurde, lieferte die Geometrie die Vor-
lage fiir die algebraischen Strukturen. Wer mit den Begriffen der Algebra vertraut werden will, tut
gut daran, sich das geometrische Modell anzusehen, das die Begriffsbildungen angeregt hat. Die
Algebra gewéhrleistet Verlisslichkeit (und bietet der Geometrie sogar ein festes Fundament), die
Geometrie speist die Intuition.

Damit dir dieses Wechselspiel so deutlich wie moglich wird, stelle ich die algebraischen Begriffe
und ihre Entsprechungen in der Geometrie in einer Tabelle gegeniiber. Dabei seien die Vektoren
zuniichst aus dem R?, und wir benutzen ein rdumliches Koordinatensystem mit Ursprung O.

7Das sind die Ortsvektoren der Physik.
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algebraischer Begriff

geometrische Entsprechung

x
F=F+7
= -

Z =TT

(Z) .= {rZ|r € R}

(Z,9) = {r&+ sy|r,s € R}

NN N N ) D) )

Was erst einmal fiir den R® etabliert ist, schieben wir auf den R hoch und erhalten so eine

n-dimensionale Geometrie.

20 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt 6ffnet das Tor zu neuen Moglichkeiten: Man kann mit seiner Hilfe Lingen von
Vektoren und Winkel zwischen Vektoren im R™ bilden und erhilt so eine Geometrie in einem
n-dimensionalen Raum. Und eine Reihe schwieriger Dinge werden ganz leicht, wenn man das

1) Punkt X mit den durch Z gegebenen
Koordinaten

2) Pfeil OX vom Nullpunkt zu X
Pfeil 07 im Parallelogramm OXZY

Pfeil OZ ist OX , auf die |r|-fache Liange
gestreckt. Fiir r < 0 wird die Richtung
umgekehrt.

Gerade durch O und X (fiir & # 0)

Ebene durch O, X und Y - falls die drei
Punkte nicht auf einer Geraden liegen.

Gerade durch A parallel zu OB (falls
b # 0)

Ebene durch A, B und C - falls b und &
eine Ebene erzeugen

Linge einer Strecke AB
senkrechtstehen (Orthogonalitit)
Winkel

sauberer Dimensionsbegriff

Kugel

Tangentialebene

Abbildungen: Drehung, Streckung, Pro-
jektion, Spiegelung

Skalarprodukt verwendet, als habe man sie mit einem Zauberstab beriihrt.

20.1 Definition und algebraische Eigenschaften

In unserem Buch steht in §4.2 eine schone Motivation, wie Fragen der rdumlichen Geometrie zum
Skalarprodukt fithren. Ich kann hier also mit der Definition beginnen, und ich formuliere sie gleich

fiir den R".

27



1 Definition Fiir Z,i € R™ definieren wir das Skalarprodukt ¥ * i durch

Z1 Y1 n
Exg=| 1 | x| | =+ Ay =) wy
T Yn i=1
Beachte, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren stets eine reelle Zahl ist - es handelt sich also
keineswegs um eine Multiplikation innerhalb des R™.

Wir notieren sofort einige algebraische Eigenschaften des Skalarprodukts. Wenn du die Pro-
dukte ausschreibst, siehst du sofort ein, dass sie gelten.

—

2 Lemma Fiir Z,i,Z € R und r € R gilt

*

Fx(f+2)=TxG+T*7 und (r®) x4 = T * (r{f) = r(& x )

Das heifit, mit dem Skalarprodukt kann man in gewissen Grenzen verniinftig rechnen.

20.2 Skalarprodukt und riumliche Geometrie
Das Skalarprodukt im R® passt in der folgenden Weise zur riumlichen Geometrie.
1. Die Linge |#| des Pfeils, der fiir den Vektor # € R® steht, ist gegeben durch v/ * 7.

2. Die Pfeile, die fiir Z, € R stehen, bilden genau dann einen rechten Winkel, wenn & % = 0
ist.1®

3. Fiir @ € B3, @ # 0 bildet die Menge aller Z mit @ Z = 0 eine Ebene durch den Nullpunkt.'®

Ein Beispiel zum letzten Punkt: Fir

8

=0<=z+2y+32=0 .

<

1
a= 12 ist a
3

N

Die Losungsmenge dieses 1 x 3-LGS ist

—2y — 3z -2 -3
Y |y,z€R =< 11,10 >
0

z

20.3 Normalenform einer Ebene im Raum

Zeichne dir unbedingt auf, was ich jetzt beschreibe!

Nimm einen Vektor 7 € R?, 7 # 0. Es sei V die Menge aller Vektoren # mit 7 % & = 0. Dann
steht V' fiir eine Ebene durch den Nullpunkt, wie wir gerade gesehen haben. Nimm nun einen
weiteren Vektor @, der aber nicht in V' liegt. Dann ist @ * 7i eine Zahl ¢ # 0. Wenn du zu @ einen
Vektor b € V' addierst und die Summe mit 7 skalar multiplizierst, erhiltst du wieder c:

-
— —

@+D)xAi=dxii+bsii=dsxA+0=axi=c
Und umgekehrt: Ist fiir einen Vektor d das Skalarprodukt dxit gleich @ * 7, dann ist deda+V:

dsii=drxii<dsi—aGsxi=0c (d—a)*xi=0cd—-aGeVdea+V

Es gilt also der folgende Satz.

18Um dieses “genau dann” zu haben, nimmt man in Kauf, dass der “Nullpfeil” zu allen Pfeilen senkrecht steht.
Dies erspart auch ldstige Sonderbetrachtungen beim Rechnen.
19Nihme man den “Nullpfeil” aus, hitte die Ebene ein Loch.
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3 Lemma Fiirii € R®, 77 # 0 und ¢ € R ist die Losungsmenge der Gleichung it x & = ¢ eine Ebene
im Raum. Die von 1l erzeugte Gerade (i) steht auf dieser Ebene senkrecht.

—

Den Vektor 7i des Lemmas nennt man einen Normalenvektor der Ebene, die Gleichung Zx7 = ¢
heifit eine Normalenform der Ebene.

20.4 Anwendungsbeispiel

Wir betrachten die Ebene im Raum, die durch die Punkte A(4]0|0), B(0|2|0) und C(0|0|6) geht,
und wir suchen den Fufpunkt des Lots vom Koordinatenursprung auf diese Ebene.

Ein Normalenvektor i der Ebene muss auf den Vektoren b— @ und &— @ senkrecht stehen. Dies
ist gleichbedeutend mit

-4 2 0 |0
-4 0 6 |0
und dessen Lésungsmenge ist
3
2
ng |3 | ng € R
1
3
Als Normalenvektor nehmen wir bequemlichkeitshalber 7 = | 6 |. Und in der Tat ist nun
2

axfn=bxn=cxmn =12

Unsere Ebene ist genau die Losungsmenge der Gleichung Z x 77 = 3z + 6y + 2z = 12.

Wie kommen wir nun an den Fuflpunkt F' des Lotes vom Nullpunkt auf die Ebene? Dieser
Punkt muss zwei Bedingungen geniigen. Er muss auf der von 7 erzeugten Geraden liegen und er
muss in der Ebene liegen. Also muss f = ri sein, und f muss der Gleichung der Ebene geniigen.
Ich setze einfach 7 fiir £ in die Ebenengleichung ein. Dann ist

12

(rit) x i = 12, also r(i « M) = 12, also r=1o

-

Wir erhalten f = %fi. Daraus konnen wir auch sofort den Abstand der Ebene vom Nullpunkt
berechnen, er ist |f].

21 Klausur Nr.1

Hier ist eine Liste der Vektoren bzw. Punkte, die du in den folgenden Aufgaben brauchst.

-1 7 3 11 50
A=1 4 B=1{2 c=12 D=10 P=1 20
2 1 2 0 -20

1) Beschreibe die folgenden Punktmengen im Koordinatensystem in Worten oder durch eine
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Skizze. Eine exakte Zeichnung wird nicht erwartet.

1+r T

M, = -r ‘TG]R My = y| eR | 2?+y?+22<1
24 3r z
2cost

My ={ | 2sint ‘0§t<27r,—5§z§5 My ={r@a|0<r<1}
z

Ms={rd+sb|0<r,s<1} Mg={ra+sb+tc|0<rst<1}

2) Geometrie im Raum.
a) Zeichne das Dreieck ABC und verbinde seine Eckpunkte mit dem Koordinatenursprung O.
b) Berechne die Lingen der Strecken OA und BC, den Winkel zwischen den Strecken OA, OC
und den Winkel a des Dreiecks ABC.
c¢) Die Ebene durch die Punkte A, B und C nennen wir E. Berechne einen Normalenvektor dieser
Ebene.
d) Stelle die Ebene E durch A, B und C auf zwei Arten dar.
e) Berechne den Abstand von A zur Geraden durch B und C und den Abstand des Koordina-
tenursprungs von der Ebene E durch A, B und C. Erliutere deine Ansétze angemessen!
f) Schreibe eine Gleichung fiir die Ebene durch D hin, die zur Ebene aus e) parallel ist.
g) Entscheide, ob der Punkt P auf der gleichen Seite der Ebene aus e) liegt wie der Koordina-
tenursprung.
h) Bestimme Punkte auf der Geraden durch A und B, die vom Koordinatenursprung die Entfer-
nung 81 haben. Wie viele miisste es geben?
i) Schneidet die Gerade durch D und P die Ursprungsgerade durch A?

3) Lineare Gleichungsysteme.
a) Lose das durch

*

8
I

*

8
Il

)
)
)

o o &

8
Il

*

gegebene LGS. Kannst du das Ergebnis geometrisch interpretieren?
b) Schreibe die Losungsmengen der folgenden LGS hin und gib eine geometrische Interpretation.
Fiir £ musst du jeweils einen Vektor der richtigen Grofle ansetzen.

1
(1>*j':0 1] xZ=0
1

4) Neue Abenteuer von Hinz und Kunz.
a) Hinz und Kunz betrachten irgend zwei Geraden g : () = @+rbund h : §(s) = &+sd (allgemeine
Vektoren, nicht die von oben). Hinz hat ausgerechnet, dass sich die Geraden schneiden und dass
die Richtungsvektoren zu einander senkrecht sind. Deshalb meint er, dass g und h auf einander
senkrecht stehen. Kunz brummelt, dass aber zum Beispiel Z(1) % (1) keineswegs Null ergebe.
Deshalb seien die Geraden auch nicht senkrecht zu einander. Was sagst du dazu?
b) Hinz hat sich etwas Tolles ausgedacht. Er nimmt den Vektor @ von oben. Kunz kénne sich einen
Vektor Z € R® beliebig aussuchen. Hinz will dann eine Zahl r und einen Vektor ¢ senkrecht zu @
finden, so dass

T=rd+7y

ist. Das r konne man ganz leicht berechnen, man miisse nur beide Seiten der Gleichung skalar mit
a multiplizieren.
Begriinde, dass Hinz recht hat, und fiihre die Sache fiir =5 (von oben) durch.
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22 Zwei Aufgaben aus dem Abitur 1999
22.1 Aufgabe 1

Sperling Alfred, vom Gréflenwahn gepackt, fliegt Loopings. Sieh dir nur seine neueste Heldentat
an, die der Flugschreiber aufgezeichnet hat. Zur Zeit ¢ befand sich Alfred im Punkt

P(t) = (z(t),y(t)) mit z(t)=4—t> und y(t)=4t—1t> .

a) In welcher Richtung hat Alfred die Bahn durchflogen?

b) Wann war er im Nullpunkt des Systems, wann in dem Punkt mit dem grofiten z-Wert?

c) Wie grofl war Alfreds Bahngeschwindigkeit beim Durchfliegen des Nullpunkts?

d) Wann befand sich Alfred im hochsten, wann im tiefsten Punkt der Schleife, und wie sind die
Koordinaten dieser Punkte?

e) In welchem Punkt hat Alfreds Flugbahn die Steigung 17

f) Bestimme die Extremwerte von Alfreds Bahngeschwindigkeit.

g) Berechne den Flicheninhalt des von Alfred umflogenen Fléichenstiicks.

—24 /

Abbildung 1: Alfreds Flugbahn fiir ¢ € [-2,3;2, 3]

22.2 Aufgabe 2

Es sei
1 1 2
a=|1], b=|-1|, ¢é¢=|-4
2 -3 4
und € = (@, b).

a) Gib eine Gleichung fiir € an.
b) Rechne nach, dal das LGS r@ + sb = & keine Losung hat. Was bedeutet das?
c) Nun soll die Linge des Vektors
é— (rd + sb)
so klein wie moglich gemacht werden. Interpretiere den Ansatz geometrisch und bestimme die
gesuchte minimale Lénge.
d) Bestimme die Matrix P der Projektion des Raums auf €, die € auf den Nullpunkt abbildet.
e) Zeichne das Parallelepiped, das von den Vektoren &, bund & aufgespannt wird.
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23 Matrixabbildungen

23.1 Definition und wichtigste Eigenschaften

Wir kennen LGS in Vektormatrixschreibweise, den allgemeinen Ausdruck findest du in 1.2.4 auf
Seite 2. Eigentlich suchte man eine Losung eines LGS AZ = b fiir eine m x n-Matrix A. Nun nimmt
man einen Standpunktwechsel vor: Zu einem & € R™ rechnet man einfach ¢ := AZ aus. Dadurch
hat man eine sogenannte Matrixabbildung

p:E— AT oder §=o(%):= A% (44)

gegeben. Warum man das macht, ist in unserem Buch auf Seite 177ff gut beschrieben. Dort sind
auch wichtige Eigenschaften von Matrixabbildungen aufgeschrieben und plausibel gemacht. Ich
liste hier auf, was mir am wichtigsten ist.

¢ In den Spalten der Matrix stehen die Bilder der Einheitsvektoren, das heifit A = (¢(€1), p(€2),. ..

Dies hilft uns, Matrixabbildungen ganz gezielt zu konstruieren.

e Matrixabbildungen sind linear, das heifit es gilt A(Z + §) = A% + A7¥ und A(r¥) = rAZ
fiir alle Z,§ € R™ und alle r € R. Daraus ergibt sich, dass Matrixabbildungen geometrische
Objekte verniinftig abbilden. Aus einer Geraden wird wieder eine Gerade (oder ein Punkt),
aus einer Strecke PQ die Strecke P'Q’ der Bildpunkte Ap und Aq (die allerdings zu einem
Punkt entarten kann).

23.2 Drehungen im Raum als Matrixabbildungen

Wir haben uns im Unterricht iiberlegt, dass Drehungen des Raums um die Achsen des Systems
als Matrixabbildungen geschrieben werden kénnen, und wir haben die entsprechenden Matrizen
aufgestellt. Die Matrix M, (t) gehort zu einer Drehung um die 2-Achse um den Winkel ¢ (im
Bogenmaf). Entsprechend sind M, (t) und M, (t) gebildet.

cost —sint 0

M,(t) = | sint cost O (45)
0 0 1
cost 0 sint
My(t) = 0 1 0 (46)
—sint 0 cost
1 0 0
M,(t):={0 cost —sint (47)

0 sint cost

Wir werden diese (und einige andere) Standardmatrizen in Maple vorbereiten, damit wir damit
bequem arbeiten kénnen.

Was kann man denn nun damit tun? Eine geometrische Figur, einen Quader zum Beispiel,
konnen wir als Liste von Raumpunkten kodieren, die nach einem bestimmten Schema durch
Strecken verbunden werden. Wenn wir ein Bild des gedrehten Korpers haben wollen, multipli-
zieren wir alle Punkte der Liste (von links!) mit der entsprechenden Drehmatrix. Die Bildpunkte
sind dann wieder nach dem Schema durch Strecken zu verbinden. Kurz gesagt: Bildbearbeitungs-
programme des Rechners verwenden Matrizen.

23.3 Abbildungsverkettung und Matrizenmultiplikation

Wenn wir zu einem Vektor & den Bildvektor i = AZ unter einer Matrixabbildung berechnen und
dann auf dieses ¥ eine weitere Matrixabbildung mit Matrix B anwenden, erhalten wir einen Vektor
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7 := By. ?° Es gibt dann eine Matrix C, die erlaubt, 7 gleich aus & zu berechnen. Sie heifit Pro-
duktmatrix von B und A, man schreibt C' = BA. Wie wir nachgerechnet haben, bekommt man die
Matrix C, indem man die Bilder Ba; der Spaltenvektoren von A zu einer Matrix zusammenfasst:

BA := (B&’l,Ba'Q,...,B&‘n) (48)
Man kann auch sagen
m
(bii)(aij) = (cr;) mit cxj =D briaj (49)
i=1

Dabei ist a;; das Element von A, das in der i-ten Zeile an der j-ten Stelle steht.

23.4 Ubungen
23.4.1 Verkettung von Drehungen

Rechne nach, dass M (t) = My (7/2) M, (t)M,(—m/2) ist, und suche den geometrischen Kern dieser
algebraischen Identitét.

23.4.2 Drehung um eine Wiirfeldiagonale

Unser Wiirfel W, den wir verschiedentlich benutzt haben, hat eine Diagonale, die von dem Vektor
d mit di = dy = ds =1 erzeugt wird.

a) Finde eine Drehmatrix M, (t1), die d in einen Vektor & der zz-Ebene dreht, und anschlieBend
eine Drehmatrix My (t2), die d auf die z-Achse dreht.

b) Begriinde, dass M, (—t1)My(—t2) M, (¢t)My(t2) M, (t1) eine Drehung um den Winkel ¢ um die
Achse (d) ist.

c) Welche Matrix ergibt sich, wenn du fiir das ¢ in b) den Wert ¢ = 27/3 setzt? Wie wirkt diese
Drehung auf die Punkte des Wiirfels? (Siehe dazu die folgende Aufgabe)

23.4.3 Ein Zeichenprogramm fiir den Wiirfel W

Stelle eine Liste der Punkte des Wiirfels W auf und ein Schema, welche Punkte zu verbinden sind,
und schreibe damit eine plot-Anweisung fiir Maple. Drehe dann den Wiirfel und lasse auch das
Bild des gedrehten Wiirfels zeichnen. (Tip: Im Paket geom3d von Maple gibt es einen fertigen
Befehl zum Zeichnen eines Wiirfels. Man kann auch anschauen, wie Maple den Wiirfel kodiert.
Probiere faces(W) und vertices von W, wenn du den Wiirfel als cube(W,sqrt(3)) eingefiihrt hast.
Einen Uberblick bekommst du bei ?geom3d.

23.4.4 2D-Geometrie

a) Finde eine Matrix M (t) fiir die Drehung des R?> um den Nullpunkt um den Winkel ¢ gegen den
Uhrzeigersinn.

b) Finde eine Matrix S, fiir die Spiegelung der Ebene an der z-Achse.

¢) Was wird durch die Matrix M = M (7w /4)S, M (—n/4) bewirkt?

d) Berechne MS, und S, M.

24 Ubungszettel zu Matrixabbildungen
Es sei A eine 3 x 3-Matrix und ¢ : ¥ — AZ die dadurch gegebene Matrixabbildung des R® in sich.

24.1 Parallelitit

Es seien g und h parallele Geraden. Bilden die Mengen ¢(g) := {¢(Z) | Z € g} und p(h) wieder
parallele Geraden? Beweise deine Behauptung sauber.

20Natiirlich miissen die Matrizen die passenden Gréfien haben, damit das funktioniert.
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24.2 Konstruktion einer Matrixabbildung mit einigen vorgegebenen Bild-
punkten

Du weifit, dass du drei beliebige Vektoren 51, 52, 53 als Bilder der Einheitsvektoren festlegen kannst
und problemlos eine Matrix A hinschreiben kannst, deren Matrixabbildung die Einheitsvektoren
genau auf diese Vektoren bringt.

a) Fiihre dies fiir die folgenden drei Vektoren durch.

1 2 -1
b1 = —1 , 2 = ]. 5 3 = 1
-1 4 1

— —

b) Wir wihlen die Vektoren @; = €1, d2 = € + €3 und d3 = €3. Suche eine Matrixabbildung, die
d, und ds fest lisst und ds auf @; abbildet.

24.3 Kern und Bild

Die Mengen Kern(y) und Bild(p) einer Matrixabbildung ¢ sind folgendermaflen definiert:

Kern(p) := {Z| (&) = 0} (50)

Bild(¢) = {p(7) | 7 € B} (51)
(Natiirlich muss man die # in der Definition von Bild(y) aus dem R™ nehmen, auf dem ¢ definiert
ist; es ist nicht immer der R?)
Aufgabe: Berechne Kern und Bild der Abbildungen der vorigen Aufgabe.
Aufgabe: Definitionen fallen nicht vom Himmel, sondern werden so geprigt, dass sie niitzlich sind.
Warum interessiert man sich fiir Kern und Bild einer Matrixabbildung?
24.4 Spiegelung des Raums an einer Ebene

Es sei E eine Ebene, nimm meinetwegen erst einmal die von den Vektoren d@; und dy der vorigen
Aufgabe erzeugte Ebene. Wie findet man zu jedem Vektor den Bildvektor?

25 Kern und Bild einer Matrixabbildung

25.1 Definitionen und Eigenschaften von Kern und Bild

Was hier geschieht, geht allgemein fiir beliebige Matrizen, aber wir sehen uns die Begriffe fiir
3 x 3-Matrizen an, damit dir das Umfeld vertrauter ist. Zun&chst gibt es kurz und trocken die
Definitionen.

4 Definition Es sei ¢ : & — AZ eine Matrixabbildung. Dann definieren wir den Kern und das
Bild von ¢ wie folgt.

Kern(p) := {Z| (&) =0} und Bild(p) := {¢(&) |7 € R*}

Natiirlich muss man in der Definition von Bild(p) statt R® den R™ passender Grofie nehmen,
wenn die Matrix der Abbildung nicht eine 3 x 3-Matrix ist. - Zuniichst einige Eigenschaften der
Vektormengen Kern(y) und Bild(y).

5 Lemma Die Vektormenge Kern(p) hat die folgenden Eigenschaften.
e 0 € Kern(p)

e Wenn ¥ € Kern(yp) ist, dann ist auch rZ € Kern(y) fiir jede Zahl r € R.
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e Wenn Z,y € Kern(yp) ist, dann ist auch Z + § € Kern(p).
e Esist (% + ) = p(&) fiir jeden Vektor § € Kern(p).
e Esist (%) = p(¥) genau dann, wenn T — § € Kern(p) ist.

Ich beweise die dritte Aussage: Es seien &,7 € Kern(p). Dann ist ¢(#) = 0 und ¢(7) = 0. Damit
ist dann auch (7 + ) = (%) + ¢(¥) = 0+ 0 = 0, also liegt auch # + § in Kern(p).
Ahnliche Aussagen lassen sich auch iiber Bild(p) machen.

6 Lemma Fiir jede Matrixabbildung ¢ gelten die folgenden Aussagen.
e 0 € Bild(p)
e ¥ € Bild(y) fiir alle & € Bild(yp) und aller € R.
e ¥+ i € Bild(yp) fiir alle ,7 € Bild(yp).

Was soll das nun alles? Zuniichst stellen die im zweiten Lemma aufgefiihrten Eigenschaften sicher,
dass Bild(p) und Kern(p) nicht irgendwelche wilden Vektormengen sein kénnen, sondern nur {0},
eine Ursprungsgerade, eine Ebene durch den Nullpunkt oder der ganze Raum R®. Wir nehmen
fiir den Augenblick einmal an, dass wir es mit einer Abbildung ¢ zu tun haben, deren Kern eine
Ursprungsgerade ist, es sei also Kern(p) = (b) fiir einen Vektor b # 0. Alle Vektoren im Kern
gehen unter ¢ auf den Nullvektor. Nehmen wir ein @, das nicht im Kern liegt. Dann ist (&) # 0,
und fiir alle & € Kern(y) ist ¢(d@ + ) = ¢(d@). Das heift: alle Punkte der zu Kern(y) parallelen
Geraden mit Stiitzvektor @ gehen auf den selben Bildpunkt ¢(@). Gibt es noch einen Vektor § mit
»(¥) = ¢(a@), dann muss @ — § € Kern(yp) liegen, und somit gehodrt dann ¢ zu einem Punkt der
Geraden mit dem allgemeinen Vektor @ + rb - und das ist wieder die Gerade von oben. Wenn du
dir den ganzen Raum zerlegt denkst in zu Kern(yp) parallele Geraden, so wie ein Baumstamm aus
Fasern besteht, dann haben alle Punkte einer Faser (und nur die!) den gleichen Bildpunkt. Die
Menge aller Bildpunkte, das sei hier schon verraten, bildet dann eine Ebene im Raum.

25.2 Folgerungen fiir Lineare Gleichungssysteme

Nun konnen wir iiber das LGS A# = & folgende Aussage machen. Fiir &= 0 ist die Losungsmenge
gerade der Kern der Matrixabbildung ¢ :  +— AZ, also eine der Vektormengen, die oben aufgezihlt
wurden, sagen wir mal eine Ursprungsgerade. Falls die rechte Seite ¢ des LGS zu Bild(y) gehort,
ist die Losungsmenge eine zu Kern(yp) parallele Gerade, und sonst ist sie leer. Das ist eine sehr
wichtige Einsicht in die Struktur der Lésungsmengen linearer Gleichungssysteme. Und wie du
dich erinnerst, hatten wir Matrixabbildungen eingefiihrt, um Erkenntnisse iber LGS zu gewinnen.
Genau dies ist nun gelungen.

25.3 Berechnung des Bildraums einer Matrixabbildung

Nehmen wir der Einfachheit halber wieder eine Matrixabbildung ¢ : & — AZ fiir eine 3 x 3-Matrix
A. Die folgenden Uberlegungen gelten fiir beliebige Matrixabbildungen ganz entsprechend.

Wenn man den Kern Kern(p) berechnen will, muss man nur das LGS AZ = 0 1sen.?! Das ist
weiter kein Problem.

Aber wie bekommt man den Bildraum Bild(p)? Man miisste ja AZ bilden und # den ganzen
R® durchlaufen lassen?! Nun wissen wir ja, dass

AT = 1A, + x2a + T30d3

ist, wenn die z; die Komponenenten des Vektors # und die d@; die Spaltenvektoren der Matrix A
sind. Es gilt also folgendes Lemma.

21Ein LGS, dessen rechte Seite der Nullvektor ist, heiit homogenes LGS.
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7 Lemma Es sei A = (d1,ds,--.,d,) eine Matrix und ¢ : & — AZ die zugehdrige Matrixabbil-
dung. Dann ist Bild(y) das Erzeugnis der Spaltenvektoren von A:

led(cp) = <(_1:1, 62, ey 6n)

Ein durchgerechnetes Beispiel fiir die Bestimmung des Bildraums einer Matrixabbildung findest
du im Buch auf Seite 168 (Beispiel 6.3). Freilich fillt die Einsicht, dass A€y = Aé, + Aejs ist,
vom Himmel. Und was ist, wenn das Warten auf einen Einfall keinen Erfolg hat? Nun, zunéchst
einmal liegt ja d1 = ¢(é1) = A& in Bild(yp), also auch (d1), und das ist eine Gerade durch den
Nullpunkt. Der Vektor @2 = ¢(€2) liegt offensichtlich nicht auf dieser Geraden, also erzeugen d;
und d, eine Ebene durch den Nullpunkt: Bild(y) enthilt jedenfalls eine Ebene. Wenn a3 aus dieser
Ebene “herausragt”, wenn er also nicht in dieser Ebene liegt, dann ist Bild(y) der ganze Raum
R3. Rechne nach, dass d@3 € (@1,d>) ist - dazu musst du ein LGS 16sen. Dann weifit du, dass der
Bildraum Bild(yp) die von @; und d@- erzeugte Ebene ist.

Wir vertiefen diese Uberlegungen im nichsten Kapitel, sie fiihren auf die Begriffe Basis und
Dimension.

26 Teilrdume des R*, Basis und Dimension

Die Vektormengen Kern(y) und Bild(y) waren Teilmengen des R” mit einigen bemerkenswerten
Eigenschaften. Geometrisch gesprochen handelte sich um Ursprungsgeraden, Ebenen durch den
Nullpunkt, den ganzen Raum oder die Menge, die nur den Nullpunkt enthilt. Dies folgt aus der
algebraischen Eigenschaft, dass die Mengen abgeschlossen sind gegeniiber Addition und Multi-
plikation mit Zahlen: diese Operationen fiihren nicht aus der Menge heraus. All dies ist wichtig
genug, dass man einen neuen Begriff prigt.2?

8 Definition Eine Teilmenge M des R™ heifit Teilraum des R™, in Zeichen: M < R"™, wenn sie
die folgenden drei Eigenschaften hat.

elecM
erfeMVZe MVreR
e Z+yeEMVEGTeEM

Fiir eine Matrixabbildung ¢ sind also Kern(y) und Bild(p) stets Teilrdume des R™.

Wie kommt es nun, dass diese Teilrdume nur die oben aufgezihlten besonderen Gebilde sein
kénnen? Nun, es sei M ein solcher Teilraum des R™, es sei also M < R™. Wenn M dann iiberhaupt
einen Vektor # # 0 enthlt, enthélt es gleich die ganze von #; erzeugte Ursprungsgerade. Wenn
diese Gerade noch nicht ganz M ausmacht, gibt es einen Vektor Z, € M, der nicht zu (%) gehort.
Dann aber muss M gleich die ganze von #; und #» erzeugte Ebene enthalten. Wenn diese Ebene
(%1, %>) noch nicht ganz M ausmacht, gibt es einen weiteren Vektor Z3 € M, der aus der Ebene
herausragt. Dann enthélt M aber das ganze Erzeugnis der drei Vektoren, und dies ist bereits
der ganze Raum R3. So ungefihr liuft die Argumentation, sie léisst sich im Prinzip auch fiir den
allgemeinen Fall des R” fiihren.2?

Nebenbei macht die Argumentation plausibel, dass folgendes Lemma gilt:

9 Lemma Es sei M < R", und M enthalte einen Vektor # 0. Dann kann man M als Erzeugnis

geeigneter Vektoren &1,%s, ..., T, aus M schreiben:
M = (%, %s,...,%m)
fiir geeignete Vektoren ¥, &a,..., Ty aus M.

22Das Kiirzel V in der folgenden Definition bedeutet schlicht “fiir alle”.
23Fine Schwierigkeit dabei ist, dass man sicherstellen muss, dass dieser Prozess zum Ende kommt und dass man
nicht etwa immer neue Vektoren hinzunehmen kann, ohne jemals ganz M auszuschdpfen.
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Einige Begriffe: Die Vektoren aus dem Lemma bilden ein Erzeugendensystem fiir M. Man
wird natiirlich alle iiberfliissigen Vektoren weglassen, dann kommt man zu einem minimalen
Erzeugendensystem oder Basis von M. Fiir solche Basen gilt der folgende Satz, den Beweis
gebe ich auf Wunsch.

2 Satz Essei M < R", und M enthalte einen Vektor # 0. Dann haben alle minimalen Erzeugen-
densysteme von M die gleiche Anzahl von Elementen.

Diese Anzahl von Elementen einer (und damit jeder) Basis von M heifit die Dimension von M.
Sie wird bezeichnet mit dem Symbol dim(M).

Ubungen

1) Es seien #1,...,%, € R*. Zeige, dass dann (¥, ..., %,) < R” gilt.

2) Essei M = {Z € R® | 21 + 22 + 73 = 0}. Zeige, dass M < R ist.

3) Es sei M = & + (€1, ). Zeige, dass M kein Teilraum des R® ist.
4)Essei@ € R und M = {F € R® | ¥+ @ = 0}. Zeige, dass M < R? gilt.

27 Basen von Kern und Bild

Ich werde nun an einem Beispiel vorfiihren, wie man Basen von Kern und Bild einer gegebenen
Matrixabbildung gewinnt.

Es sei A meinetwegen eine 6 x 8 -Matrix. Sie gehort dann zu einer Matrixabbildung ¢ : R® — RS,
die Spalten der Linge 8 frisst und Spalten der Liange 6 ausgibt. Wir versuchen nun, den Kern der
Abbildung zu berechnen, daraus ergibt sich dann alles Weitere.

27.1 Berechnung des Kerns

Ein Vektor & € Kern(y) erfiillt die Bedingung A% = 0. Der Kern ist also die Losungsmenge des
homogenen LGS
A7 =0 (52)

Dieses System bearbeiten wir - wie {iblich - mit dem Gauflschen Algorithmus. Als Ergebnis erhalten
wir eine Koeffizientenmatrix, die so aussieht wie die folgende Matrix B.2*

(53)

OO O OO+
OO O OO *
OO OO *
SO O = -
OO O =
OO =
OO ¥ -

1
0 0
Sowohl die Punkte als auch die Sternchen stehen fiir irgendwelche Zahlen. Wie sie genau aussehen,
spielt keinerlei Rolle.

Schreiben wir nun den allgemeinen Vektor Z von Kern(y) hin. Die sechste Gleichung stellt
keinerlei Forderungen. Die fiinfte verlangt aber, dass xg = 0 ist, dann ist sie zufrieden. Den Eintrag
x7 von Z konnen wir frei wihlen und zg dann so berechnen, dass auch die vierte Gleichung erfiillt
ist. Die dritte und die zweite Gleichung legen dann z5 und x4 fest. Schliellich bleiben z3 und z;
frei wihlbar. Der Eintrag z; wird dann so berechnet, dass auch die erste Gleichung erfiillt ist.

24Die “Treppenform” erhilt man, indem man nétigenfalls Gleichungen - also Zeilen des Systems! - vertauscht.
Dass die erste Zahl # 0 in jeder Zeile = 1 ist, kriegt man durch Multiplikation der Gleichung mit einer Zahl # 0
hin.
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Insgesamt erhalten wir fiir den allgemeinen Vektor Z € Kern(yp) die folgende Darstellung:

o
2
z3
o
o
o
7
0

=: Tof1 + x39> + 743 (54)

8
Il

= I + x3 + x7

O = O O O OO0

SO0 OO OO
SO0 OO0 =HOO

An den mit o besetzten Stellen stehen dabei irgendwelche Linearkombinationen von 2, x3 und z7.
Aus Z =0 folgt sofort z2 = z3 = x7 = 0, also sind die drei Vektoren ¢, ¥2, %3, als deren
Linearkombination Z in (54) dargestellt ist, linear unabh#ngig. Sie bilden eine Basis von Kern(y),
die Dimension des Kerns ist 3. Das ist natiirlich die Anzahl der Sternchen in der Matrix B in (53).

Unser Ergebnis:
Kern(p) = (41,92,%3) und dim(Kern(p)) =3 (55)

27.2 Berechnung des Bilds

Wir wissen von vornherein, dass Bild(p) von den Spaltenvektoren @y, ...,ds der urspriinglichen
Matrix A erzeugt wird. An Kern(yp) erkennen wir nun, welche der @; wir weglassen kénnen, so
dass eine Basis von Bild(yp) iibrig bleibt.

Jeder der Vektoren i, 7, J3 aus (54) liefert uns eine Darstellung des Nullvektors als Linear-
kombination der @;. Die Darstellung, die 7 liefert, gestattet, d» als Linearkombination der iibrigen
zu schreiben. Wegen der Nullen in j; werden dabei @3 und @; nicht ben&tigt?®. Nutzen wir nun
noch ¢ und #3 aus, sehen wir, dass wir auch @3 und @y als Linearkombination von a1, dy, ds, dg
und dg schreiben kénnen. Somit gilt schon einmal

Bild(yp) = (dy,ds, ds,ds,ds ) (56)

die Dimension von Bild(p) ist htchstens 5. Schauen wir genauer hin: wenn wir in der Darstellung
von & € Kern(yp) in (54) die frei wihlbaren Parameter z»,zs3,z7 alle auf Null setzen, werden
auch alle ¢ = 0. Es gibt also nur die Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von
di,dy4,ds,ds, ds, in der alle Koeffizienten = 0 sind. Somit bilden diese Vektoren eine Basis von
Bild(p), es ist

dim(Bild(p)) =5 (57)

27.3 Die Dimensionsformel

Was ich hier an einer “konkreten” Matrix A vorgefiihrt habe, liuft im allgemeinen Fall genau so
ab. Es gilt stets fiir die durch ¢ : & — AZ definierte Matrixabbildung

dim(Kern(y)) + dim(Bild(p)) = Anzahl der Spalten von A (58)
28 Klausur Nr. 2

1) Es sei
2 -3 = 1
A_(_4 6) und b—(1>

a) Berechne Kern und Bild der Matrixabbildung ¢ : & — AZ und zeichne die zugehorigen Punkt-
mengen der Ebene.

25gg auch nicht, aber das ist egal.
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b) Bestimme die Menge M = {& | ¢(&) = ¢(b)} und zeichne die zugehorige Punktmenge der
Ebene noch in deine Zeichnung zu a) ein.

c¢) Erkldre anhand deiner Zeichnung zu b), welche allgemeine Einsicht in die Struktur der Losungs-
mengen von LGS wir mit Hilfe der Matrixabbildungen gewonnen haben.

d) Berechne AZ2.

2) a) Welche geometrische Bedeutung haben die Abbildungen zu den folgenden Matrizen?

cost —sint 11 01
A= (sint cost ) B= (0 1) ¢= (1 0)
b) Jede der drei Matrizen hat eine inverse Matrix. Schreibe die inversen Matrizen hin.

3) Zu der Matrix

1 1

(s ¥
AC

gibt es Vektoren @, b # 0 mit folgenden Eigenschaften: Es ist Ad = @ und Ab=—bund @xb = 0.
a) Berechne solche Vektoren @ und b.
b) Was bewirkt die zu A gehorige Matrixabbildung geometrisch? Anmerkung: das kannst du
mit Hilfe der angegebenen Eigenschaften auch beantworten, wenn du keine konkreten Vektoren
berechnet hast.

4) Es seien @ und b zwei feste Vektoren aus dem gleichen R™. Wir setzen
M:={f€cR"|Z+@=0 und Z+b=0} .

Zeige, dass M ein Teilraum des R™ ist, und zwar

a) direkt iiber die Definition

b) indem du eine Matrixabbildung angibst, deren Kern gerade M ist.
c¢) Berechne M fiir

-1

1

-1

1

Welche Dimension hat dieses M? Interpretiere die Angelegenheit geometrisch.

, b=

IS)
Il
—

[y

5) a) Kunz meint: “Wenn ich drei Vektoren des R® habe, von denen keine zwei in dieselbe
Richtung zeigen, dann bilden die drei Vektoren eine Basis des R3.” Stimmt das?
b) Was heifit denn genau, dass @ und b in dieselbe Richtung zeigen? Gib eine prizise Formulierung.

6) Hinz will Kern und Bild einer Matrixabbildung ¢ : & — A& berechnen. Er bearbeitet die
Matrix sachgerecht und erhilt als Ergebnis die folgende Matrix B =

1111
0 0 01
0 0 0O

a) Gib Basen des Kerns und des Bildes der Abbildung an. Beschreibe dabei, wie du vorgehst, und
schreibe nicht nur ein Ergebnis hin.

b) Was heifit {iberhaupt, dass Hinz die Matrix “sachgerecht bearbeitet”? - Ein halber Satz reicht
hier als Antwort.

1
7) Der Vektor @ = | 2 | soll durch Drehungen auf den Teil der z-Achse mit z > 0 gebracht
3

werden, und zwar soll er zuerst um die z-Achse in die yz-Ebene und dann um die z-Achse auf die
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z-Achse gedreht werden.

a) Berechne die beiden Drehwinkel ¢, und ¢,.

b) Gesucht ist die Matrix D einer Drehung um die von @ erzeugte Achse gegen den Uhrzeigersinn
um den Winkel u. Schreibe D als ein Produkt aus unseren Drehmatrizen M (t), M, (t) und M,(¢).
Vorsicht: du sollst nur das Produkt solcher Symbole hinschreiben, aber nicht die konkreten 3 x 3-
Matrizen ausschreiben und schon gar nicht die konkrete Produktmatrix ausrechnen!

¢) Ohne die Drehmatrix zu kennen, kann man schon den Bildvektor Da angeben. Welcher ist es?

29 Klausur Nr. 2: Sonderausgabe fiir Viktor

1) Es sei
AL 0 -1 2
- 2 2 — by g—
= ) 2= (B 7)) e o= (i)

Wir betrachten die drei Abbildungen ¢ : ¥ — AZ, ¢ : #+ BZ und 7 : & — & + ¥ des R? in sich.
a) Wende die Abbildungen auf das Einheitsquadrat an und deute die Abbildungen geometrisch.
b) Gib zu jeder der drei Abbildungen die inverse Abbildung an, die sie wieder riickgéingig macht.
c) Berechne die Matrix BAB~! und wende die zugehérige Matrixabbildung auf das Einheitsqua-
drat an. Um was handelt es sich geometrisch?

d) Ist 7 eine lineare Abbildung?

2) Es sei
1 2 -1
ga=|1], 5=[3] und &= 2
0 0 3

a) Weise nach, dass @, I_;, ¢ eine Basis des R® ist.

b) Mache aus dieser Basis eine Basis aus paarweise orthogonalen Vektoren.

c¢) Der Vektor ¢ soll in die zy-Ebene gedreht werden. Gib eine Drehachse und einen Drehwinkel
n.

d) Bestimme eine Matrixabbildung, deren Kern die xy-Ebene und deren Bild die von & erzeugte
Gerade ist. Gibt es mehrere Moglichkeiten?

e) Gibt es auch eine Matrixabbildung, deren Kern die zy-Ebene und deren Bild das Erzeugnis von
@ und ¢ ist?

o

3) Es sei
0 -1 0
A=|-1 0 0
0 0 1

a) Bestimme die Menge aller Vektoren # mit AZ = Z.

b) Bestimme die Menge aller Vektoren § mit Ay = —g.

c) Was bewirkt die zu A gehorige Matrixabbildung geometrisch?

d) Findet man zu jeder Matrixabbildung Vektoren # 0, die die Bedingungen in a) bzw. in b)
erfiillen?

4) Es sei

und C¢=

Q4
Il
— o=
;-l
Il
I
—
—_ O = O

Bestimme die Menge aller Vektoren # € R, die auf allen drei Vektoren (gleichzeitig) senkrecht
stehen. Deute die Aufgabenstellung und dein Ergebnis geometrisch.
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30 Orthonormalbasen

Ein linear unabhingiges System a1 , @a, - . . , @, von Vektoren des R" erzeugt einen m-dimensionalen
Teilraum V := (@, ds, - - . ,dn) des R das heifit es ist eine Basis von V.

Wie wir wissen, lisst sich jeder Vektor & € V eindeutig als Linearkombination der Basisvektoren
schreiben:

m
fev:f=T161+T262+"'+Tmam:Z”ai (59)

Will man die Koeffizienten r; fiir ein konkretes & € V berechnen, muss man ein n x m-LGS losen.
Das ist im Prinzip kein Problem, aber doch mit der Hand nur fiir ganz kleine m zu machen. Hier
gibt es einen interessanten Ansatz.

10 Lemma Die Vektoren @y, ds, ...,y des R" seien alle # 0 und paarweise orthogonal. Dann
sind sie linear unabhingig.

Der Beweis ist ganz leicht. Wenn man eine Linearkombination

-

E=r1d1 + 1ol + o+ T = Y 1idli (60)
i=1

skalar mit @; multipliziert, fallen wegen der Orthogonalitit alle Summanden ausser r;d; * a@; weg.

Aus ¥ = 0 folgt dann sofort r;d; *d; = 0xd; = 0, also r; = 0. Damit ist die lineare Unabhiingigkeit

schon gezeigt. Und wenn man genau hinschaut, sieht man, dass sogar das folgende Lemma mit

bewiesen ist.

11 Lemma Es sei @y,das, - .., a, ein System paarweiser orthogonaler Vektoren # 0 des R™. Dann
gilt fiir jedes T = Z;il r;d; des von den d; erzeugten Teilraums des R"

- =

rxa
==
a; * a;

firi=1,...,m

Haben alle @; die Linge 1, wird das Ergebnis noch einfacher, dann ist nimlich schlicht r; = &; x d;
fir ¢ = 1,...,m. Eine solche Basis heift Orthonormalbasis.

12 Beispiel Die Standardbasis €, .. ., €, ist eine Orthonormalbasis des R"™ .

Wie aber bekommt man Orthonormalbasen? Das ist einfacher, als du denkst. Gehen wir also
von einer Basis d1, o, - . am mit Erzeugnis V' aus. Wir beschaffen uns nun ein System paarweise
orthogonaler Vektoren b1, bg, . bm, die den gleichen Teilraum V erzeugen. Wenn du willst, kannst
du anschlieflend die Lingen der Vektoren auf 1 bringen.
Erster Schritt:
51 = (jil (61)

Warum auch nicht, ein Vektor ist wie der andere.

Zweiter Schritt: .
b -

_Gxbip (62)
b1 * b1

Die neuen Vektoren 51,52 haben das gleiche Erzeugnis wie @j,ds2, und sie sind orthogonal zu

einander. Du kannst das nachrechnen, oder du kannst dir iiberlegen, was das geometrisch bedeutet,

was da ablauft Man subtrahiert von d@s den Anteil parallel zu bl, so dass das, was iibrigbleibt,

orthogonal zu by ist. Die dadurch gegebene Abbildung d — by ist eine Scherung mit Scherrichtung

by.

5’ -;

Dritter Schritt:
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Und so weiter. Hat man schon 51, Ez, - by, auf diese Weise konstruiert und ist man noch nicht
fertig, gewinnt man den n&chsten Vektor byt durch
5 @1 * b,
e R k+1 % 055
bk+1 = Qg41 — Z %bz (64)
i=1 bz * bl‘

Dieses Verfahren ist als Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren bekannt. Wir werden
davon noch Gebrauch machen. Mache dich damit griindlich vertraut.

31 Beweisiibungen

31.1 Lineare Abbildungen
Es sei ¢ : R* — R™ eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
p(@+7) = @)+ VIFER" (65)
o(rZ) = ro(X) VZeR",reR (66)

Eine solche Abbildung heifit lineare Abbildung.
Beweise, dass jede lineare Abbildung eine Matrixabbildung ist.

31.2 Summe und Schnitt von Teilrdumen
Es seien V und W Teilriume des R™. Beweise, dass dann auch
VAW ={Z|Z€Vund € W}
und
V+W: ={0+d|0eV,deW}

Teilrdume des R” sind.

32 Fourierreihen

In diesem Kapitel sollst du ein Beispiel fiir die Anwendungsmoglichkeiten unserer Theorie sehen.
Um die Sachen einfach zu halten, betrachten wir aber nur einen Spezialfall. Schaffen wir zun&chst
die technischen Voraussetzungen. Du bist ja kein Anfinger mehr, da kénnen wir gleich zur Sache
kommen.

32.1 Theorie

13 Lemma Fiir n,m € N ist

m firm=mn

/_7T sin(nz) sin(mz) dz = {0 fiirm # n (67)

Dass das Lemma gilt, rechnest du einfach nach. Fiir m # n solltest du zweimal partiell integrieren,
dann hast du das Ausgangsintegral mit einem Vorfaktor wieder auf der rechten Seite. Du kannst
die Gleichung dann nach dem Integral auflésen. Fiir m = n integrierst du einmal partiell und
ersetzt cos?(nz) durch 1 — sin®(nz). Dann kannst du die Gleichung wieder nach dem gesuchten
Integral auflésen.

42



Aus dem Lemma ergibt sich, dass die Vektoren @, := (z + sin(nz),z € [-m;7]) alle #
0 und paarweise orthogonal und folglich linear unabhéngig sind. Sie erzeugen einen unendlich-
dimensionalen Teilraum S des Vektorraums aller Funktionen auf [—7; 7]. Dabei benutzen wir das
iibliche Skalarprodukt unseres Funktionenraums

(@ = f(2)) * (z = g(2)) = ' f(z)g(x) da (68)

—m

Wozu ist das gut? Nehmen wir eine & := (z — h(z)). Fiir jedes n € N konnen wir £ als Summe
eines Vektors @, € (?1,...,7,) und eines Vektors 7, darstellen, der auf jedem der @y,...,7,
senkrecht steht. Und @,, kann man sogar gleich hinschreiben:

n ..
hxv; 1 [T
Up = Zaiﬁi mit a; = 5 *vj = —/ h(z)sin(iz)dz firi=1,...,n. (69)
i=1

Uix¥;  wJ_,
Du erkennst die Konstruktion: @, ist die orthogonale Projektion von F in den von U1y -y Un
erzeugten Teilraum des Funktionenraums. Die Koeffizienten sind genau die aus unserem Gram-
Schmidt-Verfahren.

Die Frage ist nun, wie gut die Annsherung fiir / ist, die man auf diese Weise bekommt.
Jedenfalls gilt Folgendes: Es ist

Box B = (in + Tp)(@n + Tr) = @ * Gin + T * T, (70)

und . .
ﬁn*ﬁn:ZaffE}*ﬁi:Za?w (71)

=1 =1

Der Betrag der N#herung u, wird mit wachsendem n also tendenziell grofier und der Betrag des
Rests 7, entsprechend tendenziell kleiner. Mit unseren sin(nz), auf die ich mich der Einfachheit
halber beschrinkt habe, kommt man nicht aus, aber wenn man noch die Funktionen &, = (z —
cos(nz)) fir n € N und Wy = (z — 1) hinzunimmt, kann man auch ziemlich wilde Funktionen
beliebig gut annihern?8.

32.2 Anwendungsbeispiel 1

Im Unterricht haben wir i = (z — =) behandelt. Die Koeffizienten sind

anp =

[ 1 o sin(nz) dz (72)

<(w(—% cos(nx)) 7: — /7r —%cos(nw) d:z:) (73)

(%w - o) B (74)

Folglich erhalten wir die Ndherung

S 3|~ 3|~ J|=

TR i % sin(nz) . (76)

=1

Wie das fiir n = 10 aussieht, zeigt Abbildung 1(a). Dass man an dieser komplizierten Darstellung

26Das Fachwort fiir annihern ist approximieren.
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(a)n=10, —n <z <7 (b) n=100, 0 <z <15
Abbildung 2: Endliche Fourierreihen fiir h(z) = z

der harmlosen Funktion h(z) = z iiberhaupt Interesse hat, liegt daran, dass die trigonometrischen

Funktionen periodisch sind. Abbildung 1(b) zeigt, wie der Graph der Fourierreihe fiir n = 100 im
Bereich 0 < z < 15 aussieht.

Wir haben also einen gut handhabbaren Rechenausdruck fiir eine Sdgezahnkurve gefunden.
Man kann die Fourierreihe ableiten und integrieren, sie ist nicht etwa abschnittweise gegeben.
Joseph Fourier, der die Theorie entwickelt hat, trieb nicht l‘art pour ’art, sondern suchte brauch-
bares Werkzeug fiir seine Physik. Er wollte Wirmeleitung untersuchen und rechnerisch in den
Griff bekommen. Im letzten Abschnitt deute ich an, in welcher Weise Fourierreihen dabei hilfreich

sind.

32.3 Anwendungsbeispiel 2

Wir nehmen uns folgende Funktion vor.
T+ fir n<z-—-72

hiz) =< -2 fir -Z<z<
—r+7n fir j <z <7

oy N

(77)

Zeichne selbst den Graphen von h im Intervall [—; 7] und berechne die Koeffizienten a,. Dazu

musst du den Integrationsbereich in drei Abschnitte unterteilen. Der Graph der Fourierreihe mit
n = 10 fiir unser h ist in Abbildung 2 gezeichnet.

32.4 Ausblick fiir Unerschrockene: Wozu?

Man schreibt eine gegebene periodische Funktion als Fourierreihe, damit man sie physikalisch rea-
lisieren kann. Mit Hilfe von geeigneten Frequenzgeneratoren kénnte man eine Rechteckspannung
oder eine S#gezahnspannung erzeugen (ob man das tatsichlich tut, weifl ich aber nicht). Mathe-
matisch benutzt man Fourierreihen in folgender Weise. Man muss eine Differentialgleichung l6sen,
man sucht also zum Beispiel eine Funktion y mit

y"' + 3y =g(x)

Wenn man g(z) als Fourierreihe schreiben kann, setzt man fiir y eine Fourierreihe mit unbestimm-
ten Koeffizienten an, berechnet y' und y"”, setzt alles in die Diffehrentialgleichung ein und kann
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Abbildung 3: Niherung fiir h, n =10, —-15 <z <15

dann vielleicht durch Koeffizientenvergleich die Koeffizienten der Fourierreihe fiir y bestimmen -
Alltagspraxis des Physikers.

33 Gaufl’ Methode der kleinsten Quadrate

Die Klasse 8b soll das Hookesche Gesetz bestédtigen. Dazu hingen sie Gewichtstiicke an eine Schrau-
benfeder und messen jeweils die Verlingerung der Schraubenfeder. Denken wir uns Messwerte aus.
Die Anzahl der Gewichtstiicke bezeichnen wir dabei mit z, die Verlingerung mit y.

z|0]1]2]3
y[O[1]3]4

Eigentlich sollten die Messpunkte auf einer Geraden liegen?’, also sollten fiir geeignete Zahlen m, b
die Gleichungen
yi=mz;+b firi=1,...,4 (78)

gelten. Diesen Satz von Gleichungen kann man bequem vektoriell schreiben:
J=mT+b€ mite=¢& +...é, (79)

Der Vektor € ist also dabei der, dessen Eintrége simtlich = 1 sind.
Was bringt das? Nun, wir erkennen, dass alle Wertesitze 4/, die sich aus dem gegebenen Wer-
tesatz ¥ durch eine echte Geradenvorschrift ergeben, im von # und € erzeugten Teilraum

V= (& ¢) (80)

des R* liegen, und zu jedem dieser Wertesitze i € V gehort genau eine Geradenvorschrift. Der
durch eine Messung ermittelte Wertesatz ¢ gehort in aller Regel nicht zu V. Was nun? Klar, man
bildet die orthogonale Projektion?® des gemessenen 4 in V, und so erhiilt man den Vektor von
V, der §f am nichsten liegt. Die Gerade zu diesem Vektor ist die sogenannte Ausgleichsgerade

27In der Praxis ist das natiirlich nie der Fall. Entsprechend habe ich y nach der Vorschrift y = v/2z berechnet
und auf Einer gerundet.
28Die Richtung der orthogonalen Projektion ist durch die Normale der Ebene gegeben.
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zur Wolke der Messpunkte nach der Methode der kleinsten Quadrate. Berechne sie zu den Bei-
spielwerten und schreibe eine Handreichung fiir den praktisch tétigen Naturforscher, wie er seine
Messwertesétze verniinftig behandeln sollte.

Meine 8-er wissen all das natiirlich nicht. Sie zeichnen einfach die Punkte in ein Koordina-
tensystem und legen per Augenmaf eine Ausgleichsgerade hindurch. Was sollen sie auch sonst
machen?

Abbildung 1 gibt einen Hinweis, wie die Methode zu ihrem Namen kommt. Du siehst die Mes-
spunkte und die Ausgleichsgerade mit der Gleichung y = g(z) = mz + b. Bei jedem Messpunkt
ist ein kleines Quadrat eingezeichnet, seine Kantenlinge ist der Unterschied des y-Werts des Mes-
spunkts und des y-Werts des Geradenpunkts zum gleichen z-Wert. Die Summe der Flicheninhalte
ist

und das ist nichts anderes als

Mit anderen Worten: zu jedem ¢ € V gehort eine Gerade in der Zeichenebene. Das Quadrat
der Linge der Differenz ¢ — ¥ ist gleich der Summe der Flicheninhalte der kleinen Quadrate in
Abbildung 1 fiir die zu ¢ gehorige Gerade. Fiir ¥ € V nimmt die Lénge der Differenz § — ' den
kleinstméglichen Wert an, wenn ¢ eben die orthogonale Projektion von ¢ in V ist. Die Gaufische
Ausgleichsgerade hat also die kleinstmogliche Quadratsumme.

34 Stochastische Matrizen: Arbeitsauftrige fiir Gruppen
am 25.1.2002

Ein Vektor heifit Wahrscheinlichkeitsvektor (W-Vektor), wenn seine Eintrige simtlich > 0 sind
und die Summe der Eintrige = 1 ist. Eine Matrix heifft stochastisch, wenn ihre Spaltenvektoren
samtlich W-Vektoren sind.

Die folgenden Themen sollen in Gruppen bearbeitet werden.

34.1 Janusz’ Performance im Unterricht und weitere Beispiele

Uberpriife mit dem Rechner, ob sich P"Z tatsiichlich dem berechneten Fixvektor nihert, und sieh
dir auch P™ an. Hast du eine Vermutung, wie die Grenzmatrix aussehen kénnte?

Nimm dir nun einmal Viktor vor. Zustéinde: triumt, passt auf, ist nicht da. Wihle die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten selbst und rechne die Sache durch.

Weiteres Beispiel: Ein Kifer lduft auf einem Tetraeder iiber die Kanten von Ecke zu Ecke. In
jeder Ecke wihlt er irgendwie zufillig, auf welcher Kante er weiterlaufen will. In der Spitze des
Tetraeders sitzt ein Spinne. Wenn er die Kante zur Spinne wihlt, ist es um ihn geschehen. Klire
Kifers Schicksal.

34.2 Bergtrinker

Ein Betrunkener wankt von der Berghiitte nach Hause. Der Pfad ist vier Schritte breit. Jeden
Vorwértsschritt fiihrt er in einer von drei Weisen aus: einen Schritt geradeaus, einen Schritt nach
rechts und einen geradeaus, einen Schritt nach links und einen geradeaus.

Rechne zwei Versionen: Kammweg mit Abgriinden rechts und links, Hangweg mit Abgrund
links und Steilhang rechts (der ihn quasi reflektiert, wenn er da gegen liuft). - Vergiss auch nicht,
aus den Ergebnissen der Rechnung Lehren fiirs Leben zu ziehen.
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Abbildung 4: Wie die Methode zu ihrem Namen kommt

34.3 Geometrische Interpretation stochastischer Matrizen

Schreibe eine stochastische 3 x 3-Matrix P hin, meinetwegen die Ubergangsmatrix aus der Wetter-
aufgabe aus dem Buch. Welche Punktmenge bilden die W-Vektoren? Stelle sicher, dass fiir jeden
W-Vektor & der Vektor PZ wieder W-Vektor ist. Berechne einen W-Vektor, der unter ¢ : & — PZ
fest bleibt (heifit: Fixvektor von P). Nimm einen W-Vektor ¢ und vergleiche |Z — ¢] mit |PZ — Py
(das ist iibrigens |# — Pg|). Wenn du zeigen kannst, dass der Unterschied durch die Anwendung
von P kleiner geworden ist, kannst du vielleicht das Ritsel der Grenzmatrix 16sen.

35 Differentialgeometrie

Der Titel klingt interessant, aber, ihr Leute, wir werden nicht weit kommen. Die Messung von
Kriimmungen und von Flicheninhalten zum Beispiel muss ich euch leider schuldig bleiben. Die
Frau Ministerin will nicht, dass ihr allzuviel lernt; vielleicht schadete das eurer Gesundheit. -
Nun will ich die knappen Ressourcen nicht mit Geschwétz vergeuden. Worum geht es also? Um
Kurven und Flichen und deren Eigenschaften. Gewisse Kenntnisse hast du bereits, du kennst
Parameterdarstellungen von Kurven aus der Analysis und Geraden und Ebenen, Lingen und
Winkel aus der linearen Algebra. Daran kniipfen wir an.
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35.1 Tangentialvektoren einer Kurve

Wenn ich zur Beschreibung einer Kurve, die du aus 12.1 kennst, die Sprache von 13.1 heranziehe,
ist eine Kurve gegeben durch eine Darstellung der Form

p(t) = y(tg (81)

mit Funktionen z(t),y(t) und z(t), die auf einem Intervall [a; b] definiert sind. Du kannst an einen
beweglichen Punkt denken, der sich zur Zeit ¢ im Raumpunkt mit dem Ortsvektor p{t) befindet.?’

In der Zeitspanne At dndert sich der Ort des Punktes um p{t + At) — p{(t). Dividierst du diesen
Vektor durch At und bildest anschlieflend den Grenzwert At — 0, erhéiltst du den Tangentialvektor
p'(t). Dieser Vektor gibt praktisch die Geschwindigkeit des beweglichen Punkts zur Zeit ¢ an, die
ja eine gerichtete Grofle ist. Seine Linge ist die Bahngeschwindigkeit.

0+ 80— 0) 5t 7'0) (52)
Es ist klar, dass
(1)
70 = v (®3)
2 (1)

ist, und dies macht man sich bei der konkreten Berechnung des Tangentialvektors zunutze.

Beispiel Durch
cos(t)
A(t) = | sin(t)
t

ist eine Schraubenlinie gegeben. Der Tangentialvektor

— sin(#)
P'(t) = | cos(t)
1

hat die konstante Linge v/2. Natiirlich ist er am Nullpunkt des Systems anzutragen, aber oft ist
hilfreich, sich ihn bei p(t) angeheftet zu denken.

35.2 Fliachen

Wir wollen uns nur mit Flidchen beschiftigen, die uns quasi als Graphen von Funktionen

z= f(z,y) (84)
begegnen. Die Punkte einer solchen Fliche sind dann die mit den Ortsvektoren

X
plz,y) = Y ,
f(z,y)

wobei die (z,y) ein verniinftiges ,,Gebiet“ der zy-Ebene fiillen miissen. Du hast eine Reihe von
Beispielen gesehen, die (nach den ebenen Flichen) einfachsten sind das Rotationsparaboloid mit
2z =9 — 2% —y? und die Sattelfliiche mit z = zy.

29Wenn x(t), y(t), 2(t) von der Form mt + n sind, hast du es mit einer Geraden zu tun. Und die Zahl der
Koordinaten muss nicht drei sein. Man kann zwei Koordinaten nehmen, dann handelt es sich um eine ebene Kurve,
aber du kannst auch mehr als drei Koordinaten nehmen.
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Wenn du den Punkt (z,y) der zy-Ebene eine Kurve durchlaufen liisst, durchliuft der zugehorige
Punkt
z
Yy
f(z,y)

eine Raumkurve, die in der Fliche liegt. Die wichtigsten Beispiele sind die Geraden (z, b) bzw. (a,y)
der zy-Ebene, die parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. Dazu gehoren die Késtchenlinien
deines Heftes. Die zugehorigen Raumkurven bilden ein Netz in der Fliche, sie heifen Koordina-
tenlinien.

Tangentialebene und Normalenvektor

Betrachte einen Punkt einer verniinftigen Fliche, sie sei durch z = f(x,y) gegeben. Die Tangen-
tialvektoren aller Raumkurven durch den Punkt, die in der Fliche verlaufen, bilden eine Ebene,
die sogenannte Tangentialebene. Zur Berechnung verwenden wir Koordinatenlinien: Der be-
trachtete Punkt P gehére zum Punkt (a,b) der zy-Ebene, seine z-Koordinate sei also f(a,b). Die
Koordinatenlinien sind dann die beiden Kurven mit den Parameterdarstellungen

t a
pO={ b | wd pe=| t | . (85)
f(t,0) f(a,?)

Wenn wir die Tangentialvektoren berechnen wollen, miissen wir im Funktionsterm f(z,y) eine
Koordinate festhalten und nach der anderen ableiten. Diese Ableitungen heiflen partielle Ablei-
tungen von f, sie werden mit

of of

5y @0 brw. oi(ry)

bezeichnet. Wenn wir diese Symbolik verwenden, erhalten wir fiir die Tangentialvektoren der
Koordinatenlinien in P bzw. den Normalenvektor 7 der Tangentialebene die Vektoren

1 0 %(a,b)
A= o |, 5'@h=| 1 baw. = (%(ab)] .  (86)
91 (a,b) 5L(a,b) -1

Es ist klar, dass die beiden Tangentialvektoren die Tangentialebene erzeugen. Deshalb ist es nicht
schwer, fiir die (im Flichenpunkt P befestigte) Tangentialebene eine Punkt-Richtungs-Form

a 1 0
den=| b |+@-a| 0 |Jre-n| 1 (87)
f(a,b) %L (a,b) 8L (a,0)
und eine Gleichung
0 0 0 0
P @) +yg @b~z = gl (ab) + b5l @) - fab) (59)

hinzuschreiben (die letzte Gleichung lautet nur 7 * & = 7 * p).

In der Nihe des Beriihrpunkts kann man niiherungsweise die Fliche durch die (im Beriihrpunkt
befestigte) Tangentialebene ersetzen. Entfernt man sich vom Punkt (a, b) der zy-Ebene um Az in
z-Richtung und um Ay in y-Richtung, dndert sich der Funktionswert von f folglich etwa um

of of

Az~ —(a,b)Az + ——(a,b)Ay . 89

5 (@D)AT + 5 (a.D)Ay (89)

Das ist vollig analog zum eindimensionalen Fall, und wir werden es auch genau so benutzen, um
ein zweidimensionales Newton-Verfahren zu gewinnen.
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Dass alle Tangentialvektoren dieser Kurven im betrachteten Punkt iiberhaupt eine Ebene bil-
den, ist eigentlich hochst erstaunlich. Stelle dir vor, eine Platte beriihrte ein Modell des Paraboloids
in einem festen Punkt. Das ist, anschaulich gesehen, nur auf eine Weise moglich, nimlich so, dass
die Platte mit der (in den Punkt verschobenen) Tangentialebene zusammenfllt.

Beispiel Fiir das durch z = f(z,y) = 9 — 2% — 32 gegebene Rotationsparaboloid erhalten wir

1 0 —2z
'@ =1 0 |, 9= 1 bzw. @ =|—2y
—2 —2y -1

Wir haben Tangentialebene und Normalenvektor benutzt, um die Richtung des stirksten An-
stiegs in einem Punkt der Fliche zu finden und um sagen zu kénnen, in welche Richtung ein Strahl
reflektiert wird, der die Fliche in einem Punkt trifft.

35.3 Ubungen

1) Die Punkte A(1|0), B(3|0) und C(1]2) sind Eckpunkte eines Dreiecks der zy-Ebene. Berechne
die Innenwinkel des zugehdrigen Dreiecks in der durch z = 9 — 22 — y2 bzw. der durch z = xy
gegebenen Fliche.

2) Was ist mit den Seitenléingen der Dreiecke in Aufgabe 17 Kannst du sie berechnen?

3) Berechne fiir beide Flichen aus Aufgabe 1 jeweils das Volumen des Kérpers zwischen der zy-
Ebene und der Fliche, dessen Grundfliche das Dreieck ABC ist.

4) Es sei z = f(z,y) = z%y>. Bestimme eine Gleichung der Schnittgeraden der Tangentialebene
an die Flache im Punkt P mit der z-Koordinate 2 und der y-Koordinate 3 und der xy-Ebene.

5) Zur Strecke mit den Endpunkten A(4| —1) und B(4|1) der zy-Ebene gehort eine Kurve in der
durch z = /25 — 22 — 2 gegebenen Fliche. Berechne ihre Linge.

Ubrigens: diese Kurve ist nicht die kiirzeste Verbindung der Flichenpunkte zu A und B, die
innerhalb der Fliche verlauft.

6) Markus’ Problem: Finde mdglichst viel iiber die Schnittkurve einer Ebene und eines Rotations-
paraboloids heraus! Nimm dazu konkret unser Paraboloid mit 2 = 9 — 22 — y? und die Ebene mit
der Gleichung 3z — z = 0.

36 Klausur 13.2

1) Es sei z = f(z,y) = 2% — 3zy?. Wir betrachten die Fliche mit der Gleichung z = f(z,y) und
den Punkt P(2,1, z) der Fliche.

a) Gib eine Punkt-Richtungsform und eine Gleichung der Tangentialebene an die Fliche im Punkt
P an.

b) Stelle dir die Fliche als Oberfliche eines Kérpers aus poliertem Stahl vor. Ein Lichtstrahl geht
vom Nullpunkt des Systems aus und trifft im Punkt P auf die Fliche. Wie verlduft der Strahl
nach der Reflektion?

¢) Im Punkt P sitze ein kleines Krabbeltier. In welche Richtung muss es laufen, wenn es moglichst
steil bergan will? In welche Richtung muss es laufen, wenn es auf gleicher Hohe bleiben will?

d) Nun lassen wir das Krabbeltier lings der durch

gegebenen Kurve iiber die Fliche krabbeln. Welches sind die hochsten, welches die tiefsten Punkte
seiner Wanderung?

e) Unter welchem Winkel schneiden sich die Koordinatenlinien, die in der Fliiche durch den Punkt
Q(2,1, z) verlaufen?
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f) Wie gro8 ist das Volumen des Korpers zwischen Fliche und zy-Ebene iiber dem Quadrat der
zy-Ebene mit den Eckpunkten (1,0), (2,0),(2,1) und (1,1)?

g) Kann die Fliche Mulden oder Gipfel haben? (Hinweis: Dort miissten beide partiellen Ableitun-
gen von f den Wert 0 haben)

—

2) Die Funktionen @ = (z — sin(z)), b = (z — cos(z)) und & = (z — 1) erzeugen einen
Teilraum V' des Vektorraums aller auf R definierten Funktionen.
a) Beweise ordentlich, dass @, I_;,é’ ein linear unabhingiges System bilden, die Dimension von V
also drei ist.

b) Die Abbildung ¢ ordne jeder Funktion
T =rd+sb+t¢= (z — rsin(z) + scos(z) + t)

ihre Ableitung zu. Schreibe ¢(¥) wieder als Linearkombination von &, b und & und gib eine Matrix
A an, so dass im Spaltenvektor
r
Als
t

gerade die Vorfaktoren dieser Linearkombination stehen.
¢) Auf V verwenden wir das iibliche Skalarprodukt

(2 f(@)) * (@ o () = / " f@)g(@) do

Berechne die Langen von @ und von ¢ und den Winkel zwischen @ und &, die durch dieses Skalar-
produkt gegeben sind.

d) Integriere einmal partiell, dann solltest du sehen, dass @ und b beziiglich unseres Skalarpro-
dukts orthogonal sind. Schreibe den Vektor d hin, durch den du ¢ ersetzen miisstest, damit du
eine orthogonale Basis @, E, d von V erhiltst. Berechnen musst du ihn nicht.

3) Wenn Jonas, der Partylowe, heute ausgeht, geht er morgen mit der Wahrscheinlichkeit %
wieder aus. Wenn er heute zu Hause bleibt, geht er morgen mit der Wahrscheinlichkeit % aus.
Zeichne unseren Graphen mit den Knoten ,bleibt zu Hause“ und ,geht aus“, schreibe die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten ordentlich an die Pfeile und stelle die Ubergangsmatrix auf. Schitze die
Wahrscheinlichkeit, dass Jonas heute in drei Wochen ausgeht.

4) Nun die lange erwartete Hinz-und-Kunz-Geschichte zur Belohnung fiir die, die zur Original-
klausur kommen. Heute haben sich die beiden ein heikles Thema vorgenommen, sie reden namlich
iiber Fourierreihen:

»,Kenne ich®“, beginnt Kunz. ,Man hat paarweise orthogonale Vektoren #;,%s,... aus einem
Funktionenraum und stellt irgendeine Funktion @ des Raums niherungsweise als Linearkombina-
tion der ¥; dar. Je mehr man von den #; benutzt, desto besser ist die Niherung. Fiir die ¢; nimmt
man bei den Fourierreihen zum Beispiel

U; = (x — sin(iz))
und als Skalarprodukt das Integral von 0 bis 7.«

Hinz schaut nachdenklich in seinen Bierkrug. ,Ja, so rechnet man das, und die Ndherung wird
auch immer besser. Aber es ist doch geradezu ein Wunder, dass sie beliebig gut wird. Deine ;
erzeugen einen unendlich-dimensionalen Teilraum des Funktionenraums, aber der ganze Funktio-
nenraum ist noch riesig viel gréfler...“

Hinz ist ein kluger Kopf, seine scharfsinnigen Erwégungen kannst du nur zur Kenntnis nehmen.
Berechne immerhin den Koeffizenten r; von ¥;, den man bekommt, wenn man Kunzens Fourierreihe
von @ = (z — 1) bildet. Du darfst dabei neben Kunzens Aussagen noch benutzen, dass

/0 " (sin(nz))? dz = :
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ist. Skizziere dann, wie du dir den Graphen der Funktion vorstellst, die durch die Fourierreihe
gegeben ist (beachte, dass du nur Sinusfunktionen verwandt hast!) und begriinde anschaulich-
geometrisch, dass die Niherung immer besser werden sollte, je mehr @; man verwendet. (Jedenfalls
wird die Ndherung garantiert nicht schlechter...)

37 Zugabe: Das Newton-Verfahren

Dies hier bekommst du hinzu, weil es schéne Mathematik ist und weil du Einsicht gewinnen kannst.
Priifungsrelevant ist es nicht.

37.1 Das alte Newton-Verfahren

Wenn man eine Gleichung f(z) = 0 nicht exakt 16sen kann, kann man zu der Funktion f mit
der Gleichung y = f(z) iibergehen und versuchen, mit dem Newton-Verfahren niherungsweise
eine Nullstelle der Funktion zu berechnen. Es ist klar, dass die Nullstellen der Funktion genau die
Losungen der Gleichung sind. Du weifit noch gut, wie das Newton-Verfahren funktioniert. Man
beginnt mit einem Schitzwert zo und berechnet f(xo). Das ist natiirlich in aller Regel von Null
verschieden. Deshalb verindert man x¢ um eine Korrektur und erhiilt den verbesserten Schitzwert

f(zo)
f'(zo0)

Wie kommt man auf den Korrekturterm? Man ersetzt den Graphen der Funktion durch die Tan-
gente an den Graphen im Punkt (zo, f(2¢)). Der neue Niherungswert z; ist die Nullstelle der
Tangente. Da miissen wir jetzt nicht grofl was rechnen: Die Tangente hat an der Stelle zy die Hohe
f(zo). Um welche Abweichung Ax miissen wir o verindern, so dass wir auf die Hohe 0 kommen?
Aus — f(zg) = Ay = f'(xo) Az folgt sofort fiir die Korrektur

Ir1 =29 — (90)

_ f (o)
Az = Flao) (91)

37.2 Verallgemeinerung auf Funktionen von zwei Variablen

Wir fragen nun nach Losungen einer Gleichung

flz,y) =0 . (92)

Wenn wir einfach nachbauen, was wir eben gemacht haben, beginnen wir mit einem Startpunkt
(z0,y0) der zy-Ebene und berechnen seinen Funktionswert f(zq, o). In aller Regel wird das nicht
Null sein. Wir ersetzen den Graphen von f, also die Fliche mit der Gleichung z = f(z,y), durch
die Tangentialebene im Punkt (xq,yo, f(Z0,¥0)) und fragen nach einer Korrektur des Startwerts
(z0,Y0), der uns in einen Schnittpunkt der Tangentialebene mit der zy-Ebene bringt. Diese Kor-
rektur (Az, Ay) soll eine Anderung Az = —f(z¢,y0) der Hohe des zugehdrigen Tangentialebenen-
punkts herbeifiihren. Es muss also gelten (erinnere dich an unsere Gleichung der Tangentialebene):

L (so, i) A0 + Z (5,080 = ~fa0,u0) (93)
Na schon. Die Tangentialebene schneidet die zy-Ebene in der Regel in einer ganzen Geraden, und
schon die Schnittmenge der Fliche z = f(z,y) mit der zy-Ebene ist in der Regel eine Kurve
oder sogar mehrere. Wenn unser Problem so gestellt sein soll, dass es mit numerischen Mitteln
verniinftig behandelt werden kann, brauchen wir ausser der Gleichung (92) eine zweite Gleichung

g(z,y) =0 , (94)
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die gleichzeitig erfiillt sein soll. Diese liefert eine zweite Bedingung

99 99
99 Ar+ Y Ay = — .
6$($05y0) T+ ay(x7y) Y g(x07y0) (95)
Unsere Korrektur (Az, Ay) ist dann Lésung eines LGS
%(xo,yo) g—i(xo,yo) (Aw) _ (f(xo,y0)> ‘ (96)
g%(ﬂvmyo) g%(ivo,yo) Ay 9(0,Y0)
Aus dieser Gleichung berechnen wir die Korrektur (Az, Ay) zu
-1
(Am) _ 8L (z0,0) %5(:270,2/0) (f(a:o,yo)) _ (o7)
Ay %(-To,yo) S—j(wo,yo) 9(z0, Yo)

Die Koeffizientenmatrix in (96) heifit die Jacobi-Matrix der Funktion, die das Paar (z,y) auf
(f(z,y),g(z,y)) abbildet, an der Stelle (xq, yo). Ich verwende fiir diese Matrix das Symbol J(zo, yo)-
Die Rekursionsvorschrift fiir das Newton-Verfahren lautet dann so:

(51) = st (12) (99

Ein mit Maple gerechnetes Beispiel findest du als Anlage.

38 Abiturklausur

Aufgabe 1

a) Es sei y = f(z) = ze~*. Berechne die ersten drei Ableitungen von f und gib einen Term fiir
die n-te Ableitung an. Ein strenger Beweis fiir dessen Richtigkeit ist nicht verlangt.

b) Betrachten wir die durch y = fi(z) = (z — t)e™® gegebene Kurvenschar. Skizziere, wie der
Graph von f; aussieht, so dass man die wesentlichen Eigenschaften erkennt.

¢) Auf welcher Kurve liegen die Hochpunkte der Scharkurven?

d) Wie grof} ist der Inhalt des Flichenstiicks zwischen der z-Achse und dem Kurvenstiick, das
oberhalb der x-Achse liegt? (Zwischenergebnis: der Inhalt ist e~¢)

e) Begriinde, dass man f; nur fiir ¢ = 0 fiir die Dichtefunktion einer stetig verteilten Zufallsgrofie
X verwenden kénnte (das ist tibrigens das f aus Teil a). Schreibe einen Rechenausdruck fiir den
Erwartungswert von X hin, rechne ihn aber nicht aus.

f) Schreibe die Taylorreihe fiir das f aus a) hin (Entwicklungspunkt ist 0, wie bei uns iiblich).

Aufgabe 2
Unsere Freunde Hinz und Kunz unterhalten sich angeregt beim Bier. Héren wir eine Weile zu.

Kunz: Eine Basis fiir eine Vektorraum zu wéihlen, ist doch eine miihsame Sache. Ich frage
mich, ob es riskant ist, einfach Vektoren in der richtigen Anzahl zufillig zu wihlen. Bilden solche
Vektoren nicht in der Regel eine Basis? Lass uns das doch einmal fiir den R® iiberlegen.

Hinz: Hm, einen Vektor aus dem R® zufillig wihlen kann man nicht. Aber man konnte sich
ja auf eine Kugel um den Nullpunkt vom Radius 4 meinetwegen beschrinken und daraus drei
Vektoren zufillig wihlen. Die Wahrscheinlichkeit, dass die drei dann eine Basis bilden, kann man
schon angeben. Aber sehr realistisch ist das Modell nicht, denke ich.

Kunz: Ja, wenn ich Vektoren wéhle, nehme ich natiirlich welche mit ganzzahligen Koordinaten.
Wihlen wir also zufillig drei Vektoren a, E,E, deren Koordinaten ganzzahlig, mindestens 0 und
hochstens 4 sind, und suchen wir die Wahrscheinlichkeit p, dass sie linear unabhéngig sind.

Hinz: Ich denke, diese Wahrscheinlichkeit p ist mindestens

124 120 100
125 125 125 °
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Machen wir doch eine Simulation auf dem Rechner.

Gesagt, getan. Die beiden schreiben ein kleines Programm, das drei Vektoren, wie sie Kunz
in seinem zweiten Beitrag beschrieben hat, zufillig wihlt und gleich priift, ob sie ein linear un-
abhiingiges System bilden. Bei 3000 Versuchen erhalten sie fiir den Anteil der Basen den Wert
0, 885.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt man eine Basis des R®, wenn man so vorgeht, wie
Hinz in seinem ersten Beitrag vorschligt?

b) Vertriigt sich das Ergebnis der Simulation mit dem Wert, den Hinz in seinem zweiten Beitrag
fiir p nennt? Gib eine qualifizierte Antwort.

c) Wie kommt Hinz auf den Ausdruck fiir p in seinem zweiten Beitrag? Und hast du eine
Ahnung, wieso er vorsichtig sagt, p sei mindestens so grofl wie der genannte Wert?

d) Ich habe den Rechner einmal mit dem Programm der beiden drei konkrete Vektoren wihlen
lassen:

3 . 2 1
a=10], b=1[4]), ¢=|2
4 0 4

Bilden sie eine Basis des R3?

e) Wende auf die Vektoren aus e) unser Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt an:
Gib die ersten beiden Vektoren der neuen Basis konkret an und erliutere dabei den geometrischen
Hintergrund des Verfahrens. Fiir den dritten Basisvektor brauchst du nur einen Rechenausdruck
hinzuschreiben.

Aufgabe 3
Aus der zy-Ebene erhebt sich ein gliserner Berg. Seine Oberfléiche ist gegeben durch die Vorschrift

2= flay)=9—27 —4y? .

a) Beschreibe den Berg: Wie sieht er aus?

b) Wir betrachten das Teilstiick des Bergkorpers, das auf dem Rechteck der Punkte der zy-Ebene
mit 0 <z <2 und 0 <y <1 steht. Wie grof} ist sein Volumen?

c¢) Gib einen Rechenausdruck fiir das gesamte Volumen des Berges an, werte ihn aber nicht aus.
d) Es sei nun P der Punkt der Bergoberfliche mit den Koordinaten z = 2, y =1 und z = f(2;1).
Wir denken uns drei Wege auf der Bergoberfliche, die durch P laufen, und zwar

t 2 2t
pi(t) = 1 , Pe(t) = t und ps(t) = t
f(t,1) f(2,1) f(2t,t)
Die Vektoren
1 0 2
_’1 =101, 52 =11 und 53 = 1
—4 -8 —16

sind jeweils Tangentialvektoren der Kurven im Punkt P. Rechne dies fiir 53 nach.

e) Bestiitige rechnerisch, dass bs € (b1, bs ) ist, und kommentiere.

f) Gib eine Punkt-Richtungsform und eine Gleichung fiir die Ebene E durch P mit den Richtungs-
vektoren 51 und 52 an.

g) Ein Laserstrahl geht vom Punkt Q(3;12;0) der zy-Ebene aus, trifft im Punkt P auf den Glas-
berg und wird dort reflektiert. Gib je einen Richtungsvektor fiir den Strahl und fiir den reflektierten

Strahl an.
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