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Zusammenfassung

Auf den ersten Blick ist der Begriff der Lange viel zu simpel fiir ein The-
ma eines Mathematischen Samstags; eine Lénge kann jeder messen, der ein
Lineal halten kann, wie zum Beispiel der Kéfer, mit dem Richard Feynman er-
kldrte, was gekriimmter Raum in der Physik ist. Also lasse dich nicht tduschen.
Wir schauen uns zuerst ein wenig in unserem dreimensionalen (euklidischen)
Kursraum um, bis wir halbwegs verstanden haben, was Gauf3’ berithmte Erste
Fundamentalform

(ds)* = E(da)? + 2F(da)(dy) + G(dy)?

bedeutet, und besuchen dann den Kifer in seinem Heimatbiotop, der hyper-
bolischen Ebene. In weiter Ferne erkennen wir vielleicht sogar Konturen der
umfassenden Geometrie Bernhard Riemanns.
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1 Ankniipfen an Bekanntes

Es seien A und B zwei Punkte eines Raumes, die durch eine Kurve verbunden
sind. Wie bestimmt man die Lange des Kurvenstiicks zwischen A und B?

Wir stellen uns vor, dass sich ein Punkt auf der Kurve von A nach B
bewegt. Zur Zeit ¢ befinde er sich an der Stelle P(t). Eine kurze Zeitspanne At
spéter wird er sich an der Stelle P(t+ At) befinden. Er hat dann das Wegstiick
As zuriickgelegt, und seine Durchschnittsgeschwindigkeit in der Zeitspanne At

ist durch
As

At
gegeben. Fiir At gegen 0 strebt diese Durchschnittsgeschwindigkeit gegen die
Momentangeschwindigkeit v(t) zur Zeit ¢ —

As
Ay —=20 () = s'(t)
— und fiir kleine At ist

As =~ v(t)At .

Das kennt jeder hier!

Gauf} schriebe hier keine Deltas und kein =2, sondern
ds=wv.dt ,

und er bezeichnete sein ds als ein Bogenelement. Diese Differentiale ds und dt
waren eine geraume Zeit vollig aus der Mode, zu meiner Studienzeit geradezu
verpont. Nur Physiker arbeiteten immer damit, weil sie ihre Vorziige nicht
missen mochten. Es handelt sich dabei eigentlich um die linearen Anteile der
Anderungen. Im Graphen der Funktion ¢ ~ s(t) wire v(¢) die Tangenten-
steigung im Punkt (¢, s(t)), und v(¢)dt wire ganz einfach der Zuwachs, den
der Funktionswert der Tangente erfiahrt, wenn sich ¢ um dt &ndert. Zur Zeit
Gaussens machte man sich kein grofles Gewissen wegen solcher Dinge, sondern
sprach ganz unbefangen von unendlich kleinen Gréflen. Freilich wusste Gau#,
was er tat, wenn er damit umging; ganz harmlos sind sie nicht.

Wer es verstand, solche Bogenelemente zu bestimmen, bekam damit auch
die Lange des Kurvenstiicks. Er musste sie ja nur aufaddieren, wenn er die
Reisezeit in endlich viele Abschnitte eingeteilt hatte — das gab dann einen
Niherungswert fiir die Lange — oder integrieren, wenn er den exakten Wert
haben wollte:

s~ » (As)r bzw. s= bv(t)dt
2 /

Die Erste Fundamentalform, mit der wir uns gleich vertraut machen wol-
len, ist nichts anderes als ein Werkzeug zur Bestimmung von ds. Machen wir
uns auf den Weg!



2 Aus der Gaufischen Fliachentheorie

Im Jahre 1827 veroffentlichte Carl Friedrich Gaufl seine Abhandlung
Disquisitiones generales circa superficies curvas.

Die deutsche Ubersetzung der Abhandlung durch A. Wangerin, die spiter
erschien, trug den Titel Allgemeine Flachentheorie. In dieser bahnbrechenden
Arbeit schuf Gaufl die Grundlagen der modernen Differentialgeometrie.

Wir werden heute nur wenige Ideen dieser Arbeit kennenlernen, und auch
dies nur in sehr anschaulicher Form. Ich hoffe aber, dass Elemente von Raum-
vorstellungen erkennbar werden, die in moderner Physik verwendet werden;
diese Konzepte wurden durch die Arbeit von Gaufl und Riemann erst moglich.

Die Fachleute unter euch bitte ich um etwas Nachsicht. Auch der Schiiler
aus der EF, der noch keine Kettenregel zur Verfiigung hat und gerade erst
gelernt hat, mit Anderungen umzugehen, soll etwas von der Veranstaltung
haben. Ich werde also nicht von bijektiven stetigen Abbildungen und derglei-
chen reden; wer eine formal ausformulierte Theorie sucht, findet leicht gute
Lehrbiicher der Differentialgeometrie; heute kann ich nicht so viel fiir ihn tun.

2.1 Gauflsche Koordinaten

Stelle dir eine Flache im Raum vor. Wir schneiden ein kleines Stiick heraus.
Es soll glatt sein, also weder Kanten haben, wie die Oberflache eines Wiirfels,
noch Spitzen, wie ein Kegel. Denke ruhig an ein Stiick der Oberfliche eines
aufgepusteten Luftballons.

Wir deformieren das Flichenstiick so, dass es auf eine Kreisscheibe un-
serer gewohnlichen Ebene passt. Dazu diirfen wir das Fliachenstiick dehnen
oder stauchen, aber nicht zerreiffen und nicht verkleben. Jeder Punkt des
Fléchenstiicks kommt auf einen Punkt der Kreisscheibe zu liegen, und auf
jeden Punkt der Kreisscheibe soll auch nur ein Punkt des Flachenstiicks kom-
men.

Auf unserer Kreisscheibe verwenden wir Koordinaten. Das kénnen die
gewohnlichen kartesischen Koordinaten x und y sein, oder Polarkoordinaten,
die die Lage eines Punktes P durch den Abstand r vom Nullpunkt und den
Winkel ¢ beschreiben, um den man die positive x—Achse gegen den Uhrzei-
gersinn drehen muss, bis sie durch P geht. Wir folgen Gaufl und bezeichnen
die Koordinaten in der Regel mit p und gq.

Die Koordinaten erzeugen ein Netz von Koordinatenlinien auf der Kreis-
scheibe. Bei den kartesischen Koordinaten sind das Parallelen zu den Koordi-
natenachsen, bei den Polarkoordinaten Kreise um den Nullpunkt und Strah-
len, die vom Nullpunkt ausgehen. Hélt man die eine Koordinate des Punktes
fest und variiert die andere, so bewegt sich der Punkt auf einer Koordinaten-
linie.

Wir machen nun die Deformation des Flachenstiicks auf die Kreisscheibe
riickgéingig und iibertragen dabei die Koordinatenlinien der Kreisscheibe auf
das Fliachenstiick. Auf dem Flichenstiick entstehen so zwei Systeme von Lini-
en, und in jedem Punkt des Flachenstiicks schneiden sich genau zwei Linien,
eine von dem einen und eine von dem anderen System, und niemals schneiden
sich in dem betrachteten Flachenstiick zwei Linien des gleichen Systems.

Zu den Koordinatenlinien, die sich in einem Punkt des Flachenstiicks
schneiden, gehoren die Koordinaten des Punktes der Kreisscheibe, der zu die-
sem Flachenpunkt gehort, und diese Koordinaten schreiben wir an den Punkt
des Fliachenstiicks. Auf diese Weise erhalten wir Koordinaten der Punkte auf
der Fliche, die Gauf3schen Koordinaten.



Experiment. Nimm dir einen Luftballon und zeichne vor dem Auf-
pusten mit Geodreieck und Faserstift ein Gitternetz auf ein Stiick des Bal-
lons. Merke dir den Abstand der Gitterlinien! Puste den Ballon dann auf
— das ist die umgekehrte Deformation des Flichenstiicks zur Kreisscheibe.
Das Flachenstiick tragt nun Koordinatenlinien eines Gauflschen Koordinaten-
systems. Bewahre den Ballon auf, wir wollen daran noch einige Messungen
vornehmen.

2.2 Beispiele

Hier siehst du zwei Beispiele. Die Fléche ist in beiden Féllen die halbe Schale
der Einheitskugel. Einmal wurden kartesische Koordinaten verwandt, einmal
Polarkoordinaten.

Abbildung 1: Gaufische Koordinaten einer halben Kugelschale



2.3 Tangentialebenen

Wenn der aufgepustete Ballon auf dem Tisch liegt, wird die Tischplatte zu
einer Tangentialebene, die den Ballon ,,in einem Punkt“ beriihrt. Da du schon
Tangenten an Kurven kennst, wird dir das Konzept sofort einleuchten.

Experiment. Nimm den Ballon und einen ebenen durchsichtigen Gegen-
stand, zum Beispiel ein Geodreieick oder eine gespannte Folie, und halte Bal-
lon und Gegenstand so, dass eine Tangentialebene entsteht, die den Ballon im
Schnittpunkt zweier Koordinatenlinien beriihrt.

Abbildung 2: Tangentialvektoren an Koordinatenlinien. Im linken Bild ist die Tan-
gentialebene durch einen Pfannkuchen angedeutet.

Wir wollen den Beriihrpunkt mit P bezeichnen. Die p—Linie durch P trigt
eine Skala. Die Werte riithren von den Koordinaten der Partnerpunkte unse-
rer Kreisscheibe her, man kann also keineswegs Entfernungen von Punkten
der Fliache ablesen — es ist gerade unser Ziel, Entfernungen auf der Fliche zu
messen — du kannst aber die p-Werte als Zeiten auffassen: Ein Flichenpunkt
bewegt sich lings der p—Linie, und zur Zeit p befindet er sich eben in dem
Punkt der Kurve mit dem entsprechenden p—Wert. Die Geschwindigkeit des
Punktes beschreibt man durch einen Tangentialvektor. Das ist anschaulich
ein Pfeil, der im betrachteten Kurvenpunkt befestigt ist. Der Pfeil zeigt die
momentane Bewegungsrichtung des Punktes, und seine Lénge gibt die Bahn-
geschwindigkeit des Punktes an. Kann man den Ortsvektor des betrachteten
Flachenpunktes aus den Koordinaten p und ¢ ausrechnen, wie es bei den bei-
den Beispielen der Fall ist, erhédlt man die Komponenten des Tangentialvektors
in P, indem man die Komponenten von P nach p ableitet.

Jede glatte Kurve der Ebene, die durch den Beriihrpunkt P geht, hat
dort einen Tangentialvektor, und der liegt in der Tangentialebene. Wir un-
ternehmen hier keinerlei Versuche, dies nachzuweisen; ich denke, du hast kein
Problem damit.

Wenden wir uns wieder der Tangentialebene zu, die die Fléche in P beriihrt.
Nach einer winzig kleinen Zeitspanne dp hat sich der Punkt in der Fliche
weiterbewegt. Da Bahngeschwindigkeit und Bewegungsrichtung des Punktes
zum ,, Zeitpunkt“ p durch Lénge und Richtung des Tangentialvektors der p—
Koordinatenlinie gegeben sind, wird sich der Punkt in der Nidhe des Punktes
befinden, zu dem man gelangt, wenn man von P um das dp—fache dieses
Tangentialvektors fortschreitet. In der Niahe, wohlgemerkt! Denn der Tangen-
tialvektor fithrt uns zu einem Punkt der Tangentialebene, und in aller Regel
hat die Tangentialebene in der Nihe des Beriithrpunktes nur den Berithrpunkt
mit der Fliche gemeinsam. Aber so, wie man eine kleines Stiick einer glatten
Kurve nidherungsweise durch ein Stiick der Tangente an die Kurve in die-
sem Punkt ersetzt, kann man auch ein kleines Stiick der Fliache in der Ndhe
des Beriihrpunktes durch die Tangentialebene ersetzen; der Fehler strebt sehr
schnell gegen Null, wenn man sich dem Beriihrpunkt ndhert.



2.4 Die Fundamentalform

Es sei P ein fester Punkt unseres Flichenstiicks, seine Gauflschen Koordinaten
seien po und qo. Durch P verlduft eine p—Linie, ihre Punkte haben die Gauf-
schen Koordinaten p und go. Bewegt sich ein Punkt so auf der p—Linie, dass
der bewegliche Punkt zur Zeit p im Punkt (p, qo) ist, ist er gerade zur Zeit po
in P. Seine Bahngeschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt sei v,. In einer kleinen
Zeitspanne Ap wird der Punkt auf der p—Linie etwa den Weg As ~ v,Ap
zuriicklegen. Der lineare Anteil von As ist

ds = Updp7 (1)

dabei ist dp = Ap der lineare Anteil von Ap.

dp'v

dp

Abbildung 3: Die Gréflen dg, As und ds = (dg) - v, mit v, = |Tp|

In gleicher Weise erhalten wir fiir einen Punkt, der sich so auf der ¢—Linie
durch P bewegt,
ds = wgdq . (2)

Die Bewegungsrichtung des beweglichen Punktes auf der p—Linie ist durch
den Tangentialvektor ¥, an die p—Linie im Punkt P gegeben, die Lange von v,
ist gerade vp,. Ersetzen wir die Kurve in der Ndhe von P durch ihre Tangente,
kénnen wir den neuen Ort des Punktes zur Zeit p + dp durch den Vektor

dp - Up

beschreiben. Der Vektor gehort zur Tangentialebene; der Nullpunkt der Tan-
gentialebene befindet sich dabei in P. Fiir den beweglichen Punkt der ¢g—Linie
erhalten wir in gleicher Weise den Vektor

dq - Uy

Das linke Bild in Abbildung 4 zeigt die Tangentialebene in P mit den
Vektoren ¥, und g, sie schlieen einen Winkel a ein. Nun sind alle Vorberei-
tungen getroffen. Wir betrachten eine beliebige glatte Kurve durch P. Eine
kleine Anderung dt = At des Parameters bringt den beweglichen Punkt auf
der Kurve um ein Wegstiick der Linge As weiter. In der Tangentialebene be-
schreiben wir die Anderung wieder durch einen Vektor #. Seine Richtung ist
die des Tangentialvektors an die Kurve in P, seine Lénge ist der lineare Anteil
ds von As, das ist wieder die alte Geschichte.



<l
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Abbildung 4: Die Tangentialvektoren @, und @, in P (links) und der Tangentialvek-
tor ¥ einer Kurve durch P als Linearkombination von ¢, und @, (rechts)

Wir kénnen den Vektor ¥ als Linearkombination von @, und ¥, schreiben’:

—

v = dp-Up + dq-Uq

Die Situation ist in Abbildung 4 (rechts) dargestellt, am Pfeil zum Vektor o
ist allerdings nur seine Lange ds notiert.

Nun bringt uns der Kosinussatz
¢ =a® +b* — 2abcos(y)

im Dreieck PAB ans Ziel, wir rechnen damit (ds)? aus. Dazu brauchen wir
den Winkel bei A. Er hat die Gréle 180° — o, sein Kosinuswert ist folglich
— cos(a). Wir erhalten

(ds)* = vp(dp)” + 2v,(dp)ve(dg) cos(a) + vy (dg)* - 3)
Mit den Abkiirzungen?
E:=v., G:=v, und F :=v,v,cos(a) (4)
ergibt das die Gauflsche Erste Fundamentalform
(ds)* = E(dp)”+2F (dp)(dq) + G(da)” . (5)

Die Zahlen E, F und G sind die metrischen Koeffizienten.

Experiment. Nimm deinen Luftballon und bestimme die metrischen Ko-
effizienten moglichst in mehreren Schnittpunkten von Koordinatenlinien.

Aufgabe. Berechne die metrischen Koeffizienten in einem Punkt der Ein-
heitskugel.

1Wenn du noch keine Lineare Algebra gelernt hast, denkst du an das Krifteparallelogramm
aus dem Physikunterricht der Mittelstufe.
2Fiir Kenner der Linearen Algebra: E = ¥p * Up, G = U4 * Uq und F = T * U.



3 Kifergeometrie

Er wohnt weit weg, der hyperbolische Kifer, und seine Welt ist zweidimensio-
nal, deshalb kénnen wir ihn nicht direkt besuchen. Aber Felix Klein hat eine
Karte seiner Welt entwickelt, und iiber diese Karte konnen wir mit dem Kéfer
kommunizieren, ihn Wege laufen lassen und Messungen durchfiihren lassen.
Klein verwendet eine offene® Kreisscheibe k vom Radius 1 in der gewdhnlichen
euklidischen Ebene. Zu jedem Punkt der Kreisscheibe gehort ein Punkt der
hyperbolischen Ebene. Zu jeder (stetigen) Kurve der Kreisscheibe gehort ein
Weg in der Kéferwelt, und der Kéfer konnte diesen Weg ablaufen. Zu Punkten
A, B aus k konnen wir ausrechnen, wie weit der Kéfer laufen muss, wenn er auf
dem kiirzesten Weg von A nach B will. Wie das geht, wirst du gleich sehen;
vorher will ich aber noch erwéhnen, dass des Kéfers kiirzester Weg gerade der
ist, der auf unserer Karte die Strecke AB ist — das ist der grofe Vorteil von
Kleins Karte, und deshalb verwende ich sie auch.

3.1 Liangenmessung in der hyperbolischen Ebene

Es seien also zwei Punkte A, B in k gegeben. Willst du den Abstand der
entsprechenden Punkte in der Kéferwelt bestimmen, musst du die Sehne RS
betrachten, die die Gerade AB mit k& gemeinsam hat. Vorsicht: Du weif3t, dass
es zu den Endpunkten R und S der Sehne keine Punkte der Kaferwelt gibt.
Nun haben wir also die Sehne RS mit den inneren Punkten A und B.

Abbildung 5: Kartenpunkte A, B mit Sehne RS

Fiir das Weitere benotigen wir das sogenannte Doppelverhéltnis.

1 Definition

Es seien P, P2, Ps, Py vier paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden
der euklidischen Ebene. Die Gerade sei mit einer linearen Skala versehen,
wie die r—Achse des Koordinatensystems, und die Skalenwerte der Punkte
seien die Zahlen zi, z2, z3, z4. Natiirlich gehért z1 zu Pi, usw. Dann ist das
Doppelverhiltnis der Punkte gegeben durch

(21 — 23) (22 — 24)

DV(Pr, P, s, Pa) := (22 — 23)(21 — 24)

Dieses Doppelverhiltnis ist etwas gewOhnungsbediirftig. Es &ndert seinen Wert
nicht, wenn man von der gewéhlten Skala auf der Geraden zu einer anderen
linearen Skala iibergeht. Und bei zahlreichen wichtigen Abbildungen haben
die Bildpunkte Pj, Py, P, P; wieder das gleiche Doppelverhiltnis wie die ur-
spriinglichen Punkte — sogar wenn du etwa die Ebene durch eine Zentralpro-
jektion des Raumes auf eine andere Ebene abbildest. Das Doppelverhéltnis ist
also eine sehr markante Eigenschaft der Punktreihe.

3Der Rand, also die Kreislinie, gehort nicht zu k dazu.



Kommen wir nun zur Definition des hyperbolischen Abstandes.

2 Definition

Es seien A und B zwei verschiedene Punkte der Sehne RS der offenen Kreis-
scheibe k. Dann ist der hyperbolische Abstand dh(A, B) der entsprechen-
den Punkte der hyperbolischen Ebene definiert durch

dh(A, B) := % In (DV(A4, B, R, S))|

So also werden Langen gemessen im Kéferland. Aber keine Sorge, du musst
damit nicht viel rechnen, das erledigen MuPAD und Geogebra fiir dich. Im
Ubungsteil kannst du dich etwas mit der Sache vertraut machen.

3.2 Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade

Winkel im Kéferland sind eine recht komplizierte Angelegenheit, wir werden
uns damit nicht befassen. Allerdings benétigen wir rechte Winkel. Es seien P
ein Punkt und CD eine Sehne der Kreisscheibe k. Wir wollen das Lot von
P auf die Sehne fillen. Das geht auf folgende Weise: Zeichne die Tangenten
an die Kreislinie in den Punkten C' und D. Wenn sie sich in einem Punkt Z
schneiden, zeichnest du die Gerade PZ. Diese Gerade hat mit k eine Sehne
gemeinsam, und die ist die Lotgerade. Der Winkel zwischen den entsprechen-
den Geraden im Kiferland ist ein rechter Winkel. Falls sich die Tangenten
nicht schneiden, muss C'D ein Durchmesser von k sein. In diesem Fall gehort
die Sehne durch P, die im euklidischen Sinne senkrecht auf C'D steht, zur
Lotgeraden im Kéferland.

Abbildung 6: Lot von P auf CD
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3.3 Spiegeln der Kiferwelt

Zur Geometrie gehéren immer auch Abbildungen, die mit der Geometrie ver-
traglich sind; in unserer euklidischen Geometrie sind das Bewegungen wie
Drehungen und Verschiebungen oder eben Spiegelungen. Unsere Kreisscheibe
k kénnen wir um den Nullpunkt drehen oder an einem Durchmesser spiegeln,
dabei bleiben die Absténde der entsprechenden Punkte in der Kéaferwelt und
auch rechte Winkel in der Kéferwelt erhalten. Alle diese Abbildungen lassen
den Mittelpunkt M unserer Kreisscheibe liegen. Ist etwa sein Partnerpunkt in
der Kéferwelt ein ausgezeichneter Punkt dort? Kénnte man meinen, aber es
stimmt nicht, und damit das klar wird, zeige ich dir eine weitere Abbildung
der Kreisscheibe auf sich, die mit der Kéfergeometrie vertréglich ist: eine Art
hyperbolischer Spiegelung?.

Spiegelungsachse ist eine Sehne C'D. Wir kénnen k so drehen, dass C'D auf
der z—Achse senkrecht steht — euklidisch oder hyperbolisch kommt hier auf das
Gleiche hinaus — und dass sie die z—Achse bei x = d > 0 schneidet. Die Punkte
der Sehne selbst bleiben natiirlich fest unter der Spiegelung. Es sei nun P ein
Punkt der Kreisscheibe, der nicht zu CD gehért. Seinen Bildpunkt P’ findet
man auf folgende Weise. Man konstruiert wieder den Tangentenschnittpunkt
Z, den du schon von den Loten her kennst, und zeichnet die Gerade durch
Z und P. Diese Gerade schneidet die Sehne C'D in einem Punkt Q. Der
Bildpunkt P’ von P ist dann der eindeutig bestimmte Punkt auf ZP, fiir den

DV(P7P,7Z7Q):71 (6)

ist. Man sagt, dass die vier Punkte harmonische Punkte seien, aber dem gehen
wir nicht weiter nach.

S\

Abbildung 7: Hyperbolische Spiegelung an C'D

Die Sehne CD teilt den Kreis in zwei Teile, und es wird jeder Punkt des einen
Teils auf einen Punkt des anderen Teiles abgebildet. Ist P’ Bildpunkt von
P, so ist auch P Bildpunkt von P’, wie es sich fiir eine Spiegelung gehort.
Der Bildpunkt M’ des Kreismittelpunktes M liegt in dem Teil des Kreises
rechts der Sehne C'D. Fiir den Kifer gibt es iiberhaupt keinen qualitativen
Unterschied zwischen seinen Punkten zu M und zu M’. Stellt er sich in den
Punkt zu M und schaut um sich, sieht er seine Ebene, die sich eintonig in alle
Richtungen erstreckt, und genau das Gleiche sieht er, wenn sich in den Punkt
zu M’ begibt.

4Der korrekte Name der Abbildung ist polare Homologie, siehe Filler Seite 195
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3.4 Erkundungen in der Kiferwelt
3.4.1 Der Rand ist fiir den Kifer unerreichbar fern

Wir setzen zwei Kéfer in den Punkt zu unserem Kartenpunkt (0, 0) und weisen
sie an, auf einer Geraden in entgegengesetzten Richtungen loszulaufen und
jeweils den Punkt zu markieren, an dem sie sich befinden, wenn sie wieder
eine halbe hyperbolische Einheit zuriickgelegt haben. Hier siehst du, was dabei
herauskommt.

Abbildung 8: Reihe von Punkten, die in der Kéferwelt dquidistant sind
Zur Verdeutlichung siehst du hier eine Skizze des Graphen der Funktion
1
z — dh((0,0), (z,0)) = 3 In (DV(0,z,-1,1))] fir0<z <1.

Thre Bedeutung sollte dir klar sein. Es gilt

dh((0,0),(:E,O)) .IA_IT% oo .

w

N

[

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Abbildung 9: Graph der Funktion z — dh((0,0), (z,0))

3.4.2 Ein Quadratweg

Nun wollen wir den Kéfer anweisen, von einem beliebigen Startpunkt aus
eine halbe hyperbolische Einheit in eine beliebige Richtung zu laufen, den
erreichten Punkt zu markieren, seine Laufrichtung um einen rechten Winkel
nach links zu &ndern und wieder eine halbe hyperbolische Einheit zu laufen
und diese letzte Anweisung noch zweimal zu wiederholen.
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Der Kifer, der seine euklidische Geometrie gelernt hat, weifl natiirlich,
dass er dann wieder an seinem Startpunkt herauskommen muss. Fiihrt er die
Anweisungen aus, kommt er aber nicht wieder am Startpunkt an — ein klarer
Hinweis darauf, dass euklidische Geometrie nicht fiir seine Welt passt.

Abbildung 10: Versuch des Kifers, ein Quadrat zu umlaufen

3.4.3 Kiferkreise

Weist man einen Kifer an, mit seiner ganzen Sippe immer wieder von einem
festen Startpunkt aus in alle méglichen Richtungen eine hyperbolische Einheit
weit zu laufen und den erreichten Punkt zu markieren, erhidlt man etwas,
was in der Kiferwelt ein Kreis um den Startpunkt mit dem Radius 1 sein
sollte. Der Kéfer konnte sich auch ein Seil der Lange 1 besorgen, sich damit
in den Startpunkt stellen und sich vom jiingsten Kéferkind bei gespanntem
Seil umrunden lassen; es kdme die gleiche Punktmenge dabei heraus. Eine
Sammlung von Kreisen mit gleichen Radien findest du in Abbildung 11 auf
Seite 14.

Fiir uns ist es am einfachsten, als Startpunkt den Punkt zu unserem Kar-
tenzentrum (0,0) zu nehmen; dem Kéfer ist das vollig gleich. Versuche, mit
Geogebra einen moglichst genauen Naherungswert fiir den Umfang des Kreises
zu bestimmen (siche Aufgabenteil).
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Abbildung 11: Einige Kreise mit gleichem Radius %

Abbildung 12: Kreis um (0,0) mit dem Radius 1 und sein Spiegelbild an der Achse
7
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3.5 Ubungsblatt

1.

Mit Geogebra in der Kiferwelt Lingen messen

Wir messen natiirlich in unserer Karte, nicht in der Kéferwelt selbst.
Offne ein Geogebraarbeitsblatt und lasse dir einen Kreis um den Null-
punkt mit dem Radius 1 zeichnen. Vergréflere dann dein Zeichenblatt
so, dass der Kreis eine verniinftige Grofle hat. Wahle nun Punkte R und
S auf der Kreislinie, verbinde sie und wahle Punkte A und B auf der
Sehne RS im Inneren des Kreises. Lasse dir nétigenfalls zeigen, wie du
den Namen von Objekten dndern kannst. Geogebra kennt den Befehl
»Doppelverhéltnis“, am besten definierst du durch die Eingabe

dv = Doppelverhaelinis(A, B, R, S)

im Eingabefenster die Gréfie dv. IThren Wert kannst du in der Liste links
ablesen. Er wird stdndig aktualisiert, wenn du deine Punkte bewegst.

Zusétzlich kannst du dir nun auch durch
dh = 1/2 % abs(In(dv))

den hyperbolischen Abstand von A und B anzeigen lassen. Experimen-
tiere ein wenig damit. Kannst du einige dquidistante Punkte erzeugen?

. Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade fillen

Beginne wieder mit dem Einheitskreis mit der Sehne RS und wiihle einen
Punkt P im Kreisinneren. Félle das Lot von P auf RS so, wie es im Text
beschrieben ist. Auf dem Lot liegt auch der Bildpunkt P’ von P unter
der hyperbolischen Spiegelung an der Sehne. Findest du ihn?

Ein Quadrat ablaufen
Versuche, den Kifer ein Quadrat ablaufen zu lassen, wie es im Text
beschrieben ist.

. Rechtecke

Untersuche, ob es in der Kéferwelt Rechtecke gibt, also Vierecke mit vier
rechten Winkeln.

Umfang eines Kreises

Nur wenn du als Kreismittelpunkt den zentralen Punkt unserer Karte
nimmst, sieht ein Kreis auf der Karte so aus wie ein euklidischer Kreis.
Also lasse dir von Geogebra einen Kreis um den Punkt (0,0) zeichnen
und denke dir aus, wie der Kéfer ndherungsweise seinen Umfang messen
kann. Der Kafer kann ja nur die Lénge einer Strecke messen! Vielleicht
hilft es dir, nachzudenken, wie du seinerzeit euklidische Kreise ausge-
messen hast.

Zum Nullpunkt gehort kein ausgezeichneter Punkt der Kifer-
welt

Bestimme zu jedem r mit 0 < r < 1 ein a € [0, 1] so, dass die hyperbo-
lische Spiegelung an der Geraden z = a den Nullpunkt mit dem Punkt
(r,0) vertauscht. [Tipp: Die Zahl a muss DV(0,7,a, ) = —1 erfiillen.]

Invarianz des Doppelverhiltnisses bei Umskalierung der Gera-
den

Wenn die Gerade, auf der die vier Punkte liegen, eine lineare Skala =
triagt und u eine andere lineare Skala auf der Geraden ist, hingen die
Werte x und u eines Geradenpunktes durch eine Beziehung der Art

u=mx+b

zusammen. Zeige, dass es egal ist, ob man das Doppelverhéltnis von vier
Geradenpunkten nach der x— oder nach der u—Skala berechnet. Wenn
dir das zu allgemein ist, iiberlege dir, dass es nichts macht, wenn du nur
die Orientierung auf der Geraden &nderst.
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3.6 Uber Winkel in regelmifigen Kiifersechsecken

Es gibt ein regelméfiges Kéfersechseck, dessen Innenwinkel rechte Winkel
sind!® Es solches Sechseck wollen wir nun konstruieren.

Wir beginnen mit einer Strecke AM der Linge 2. Aus A erhalten wir
B durch Drehung um M um 120° und C' durch Drehung um M um 240°.
Das erhaltene gleichseitige Dreieck ABC' spiegeln wir an M. Nun haben wir
zwei kongruente gleichseitige Dreiecke ABC und A’B’C’ mit gemeinsamem
Schwerpunkt (siche Abbildung 13).

A
Cq »B'
M
°
B¢ *C
AI

Abbildung 13: Kongruente gleichseitige Dreiecke mit gemeinsamem Schwerpunkt

Die Schnittmenge der beiden Dreiecke ist ein regelméfliges Sechseck, seine
Kantenlinge ist ein Drittel der Kantenlinge der Dreiecke.%

Wir suchen nun einen Kreis um M so, dass die Beriithrpunkte der Tangen-
ten von A an den Kreis auf der Geraden B’'C’ liegen, denn wenn wir diesen
Kreis als Karte des Kéferlandes nehmen, schneiden dort die Geraden zu AB
und zu AC die Gerade zu B'C’ unter rechten Winkeln.

Den Radius des gesuchten Kreises finden wir mit Hilfe des euklidschen
Kathetensatzes: Zeichnen wir von einem Punkt P auflerhalb eines Kreises um
M die Tangenten an den Kreis, steht die Verbindungsstrecke der Beriihrpunkte
R und S auf der Strecke M P senkrecht, und der Schnittpunkt H der Strecken
ist der FuBBpunkt des Lotes von R auf die Strecke. Das Dreieck M PR hat einen
rechten Winkel bei R, nach dem Kathetensatz ist folglich (siche Abbildung
14)

d(M,H) -d(M,P) =d(M, R)* =r*

Fiir den Radius r unseres gesuchten Kreises bedeutet das

also

r=v2 .

5Dieser Abschnitt wurde nachtriglich in das Skript aufgenommen, er wurde angeregt durch
eine Konstruktion David Schmidts.

6Das liegt daran, dass der Schwerpunkt M der Dreiecke die Seitenhalbierenden im Verhiltnis
1: 2 teilt.
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Abbildung 14: Kathetensatz im Dreieck M PR

Im Kleinschen Modell der hyperbolischen Ebene, das durch den Kreis um
M mit dem Radius v/2 gegeben ist, ist das Sechseck regelmifig, und seine
Innenwinkel sind rechte. Ein solches Sechseck ist in Abbildung 15 zu sehen.
Seine Winkelsumme ist 6 - 90° = 540°, sie ist also deutlich kleiner als die
iibliche Innenwinkelsumme im (euklidischen) Sechseck.

Es erhebt sich die Frage, wie sich die Innenwinkel des Sechsecks verhalten,
wenn wir die Grofle des Sechsecks verdndern. Wir wollen das Sechseck aus
Abbildung 15 durch eine zentrische Streckung mit Streckzentrum M etwas
vergréBern. Abbildung 16 zeigt den (unverinderten) Kreis und den oberen
Teil des vergréBerten Sechsecks. Die obere Kante liegt auf einer Sehne RS des
Kreises. Die Tangenten an den Kreis in den Punkten R und S schneiden sich
in einem Punkt Z. Der Strahl von Z durch einen der neuen Eckpunkte auf RS
steht senkrecht auf RS. Dies zeigt, dass die Innenwinkel des neuen regelmafi-
gen Sechsecks kleiner sind als 90°. Im Kéferland héngt die Innenwinkelsumme
im regelméfigen Sechseck von der Grofle des Sechsecks ab!
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Abbildung 15: Regelméfliges Kéfersechseck, dessen Innenwinkel rechte Winkel sind

Abbildung 16: Durch zentrische Streckung vergroflertes regelmifiges Kéfersechseck
hat kleinere Innenwinkel als rechte Winkel

18



4 Metrische Koeffizienten der Kaferwelt

Wir verwenden unsere Kleinsche Karte der Kéferwelt mit gewohnlichen kar-
tesischen Koordinaten. Unser Ziel ist, fiir jeden Kartenpunkt P(z,y) die me-
trischen Koeffizienten E, F' und G der ersten Fundamentalform

(ds)* = E(de)® +2F(de)(dy) + Gldy)*

des Punktes des Kéferwelt zu bestimmen, der zu P gehort.

4.1 Voriiberlegung

Fir 0 <7 < 1ist P(r,0) ein Punkt unserer Karte auf der positiven z—Achse.
Wir betrachten eine Sehne RS, die mit der positiven z—Achse den Winkel
6 bildet.” Den Mittelpunkt der Sehne bezeichnen wir mit Z. Die Linge der
Sehne ist 2] mit

I =4/1—7r2sin?(0)

— siehe Abbildung 17.

Abbildung 17: Punkt auf der positiven z—Achse mit Sehne RS

Die Sehne RS tréigt in natiirlicher Weise eine Skala: der Punkt R hat den
Skalenwert 0, S den Skalenwert 2] und Z den Skalenwert [. Fiir 0 < ¢t < [ sei
Q(t) der Punkt der Strecke ZS mit dem Skalenwert [ 4 ¢. Die hyperbolische
Entfernung dh(Z, Q(¢)) ist dann eine Funktion von ¢. Sie ist gegeben durch

N —= NI~ N N

dh(Z,Q(t))

=
g
=
N
O

und fiir ihre Ableitung erhalten wir

ganzewl = 5 5n(iH)] - e

7GauB zu Ehren verwende ich die Originalbezeichnungen aus seiner berithmten Arbeit, obwohl
sie fur dich ungewohnt sind.
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Zum Punkt P gehort der Skalenwert ¢ = r cos(f). Setzen wir diesen Wert in
die Ableitung ein, ergibt das

l 1 —r2sin®(0) _ 1 —r2sin?(9)

12 —7r2cos2(f)  1—r2sin? () — r2cos?(0) 1—r2

Wir halten das Ergebnis zum spéteren Gebrauch fest: Die positive x—Achse
werde von der Sehne RS unter dem Winkel 6 im Punkt P(r,0) geschnitten,
wie in Abbildung 17 dargestellt. Zum Linienelement dt¢ der Stecke PS, das in
P beginnt, gehort dann das Linienelement ds der hyperbolischen Ebene mit

_ 1—r%sin?(0)

(ds) DL

(dr)* (7)

4.2 Die metrischen Koeffizienten der Punkte auf der
z—Achse

Aus Gleichung (7) koénnen wir die metrischen Koeffizienten eines Punktes
P(r,0) mit 0 < r < 0 berechnen. Indem wir 6 = 0 setzen, erhalten wir®

1
B = (1—1r2)2 7
und fiir 6 = 90°
R 1
(=722 12
Um F' zu bestimmen, bilden wir
2 2 _ 1 2 2 .2 2
E(dz)" 4+ G(dy)® = A= cos”(0)(dt)” + 1,z sin (0)(dt)
cos?(0) + (1 — %) sin?(0) 2
1) (@)
1 —r%sin*(9) 2
= (1 — T2)2 ' (dt) )

und dies ist nach Gleichung (7) gerade (ds)?. Es folgt F = 0.

Wir halten das Ergebnis fest: Fiir Punkte P(r,0) auf der positiven z—Achse
lautet die erste Fundamentalform

2 1 . T 2
(dS) - (1 _TQ)Q (d ) +

1

T2 (dy)® . (8)

8Beachte, dass dr = cos(f)dt und dy = sin(6)dt ist.
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4.3 Die metrischen Koeffizienten eines Punktes

Es sei P(z,y) ein Punkt unserer Kreisscheibe. Wir kénnen uns auf den Fall
beschréanken, dass « und y positiv sind: eine Drehung der Kreisscheibe um den
Nullpunkt ldsst alle Abstdnde von Punkten der Scheibe fest, ldsst deshalb alle
Doppelverhiltnisse invariant und bewirkt somit eine Isometrie (=ldngentreue
Abbildung) der Kiferwelt.

YA

Abbildung 18: Punkt P im ersten Quadranten

Die Situation ist in Abbildung 18 dargestellt. Der Punkt P’(r,0) auf der
Achse entsteht aus dem betrachteten Punkt P(z,y) durch Drehung im Uhr-
zeigersinn um den Winkel «, den der Strahl vom Nullpunkt durch P mit der
positiven z—Achse bildet; dabei ist 72 = 2% + 2.

Der Pfeil in y—Richtung, der in P beginnt, geht dabei in den Pfeil bei
P’, der mit der positiven z—Achse den Winkel 90° — « bildet. Deshalb liefert
Gleichung (7) auf Seite 20 mit 6 = 90° — « sofort

o - 1—7‘2c02$2(a) _ 1—a? . ©)
1—r2) (1= a2 — )2
Nachdem wir uns vergewissert haben, dass es nichts macht, dass der Winkel
a in P’ im Uhrzeigersinn abgetragen ist, erhalten wir in gleicher Weise aus
Gleichung (7) mit 0 = «
1 —r%sin’(a) 1—y?

P= o T T 1o

Um F zu bestimmen, bewegen wir uns in Richtung des Strahles vom Null-
punkt durch P. Nach Gleichung (7) mit 8 = 0 ist

2 1 ) 2
@) = Gy @
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Davon subtrahieren wir

B(de)* + Gldy)* = s cos* (@) (a0 + L= sin () - (a)”
cos? (@) 4 sin®(a) — 2r? sin’(a) cos? ()

- 1) - (dh)

_ 1 2 r? sin(a) cos(a)
- (1 _ 7‘2)2 . (dt) 2 (1 _ TQ)Q ) (diﬂ)(dy) I
das Ergebnis muss 2F(dz)(dy) sein. Es ergibt sich

_ r2sin(a)cos(a) _ Yy
S R (S .

Als metrische Koeffizienten der Punkte der Kéferwelt kommen nur die in den
Gleichungen (9), (10) und (11) angegebenen G, E und F in Frage!
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4.4 Der Umfang eines hyperbolischen Kreises

Wir wollen unsere neuen Fahigkeiten dazu benutzen, den Umfang eines Kéfer-
kreises zu berechnen. Zu einem Kreis um den Nullpunkt unserer Kreisscheibe
mit dem (euklidischen) Radius r gehort ein Kéferkreis mit dem Radius p, den
wir spéater noch berechnen.

Abbildung 19: Kreis mit dem Radius » um den Nullpunkt

Die Grofle des Bogenelements ds berechnen wir mit Gleichung (7) auf Seite
20 mit = 90° zu

ds = | @ =
s = (1—7‘2)2() - m .

Der Umfang U des Kreises in der Kéferwelt ist dann

2mr

1 b
- | aqt = =
\/1—7"2/(1 V1—1r2

b
1
U = —dt
/a V1—r2

Der Radius p in der Kéferwelt ist gegeben durch

1 , 1 (14
P=3 [In(DV(M, P', R, S))| = 21n<17r>

Man 16st die Gleichung nach r auf zu

e —1

"7 e

Setzt man dies fiir 7 in die Gleichung fiir U ein und vereinfacht, bekommt
man fiir den Umfang eines Kéferkreises mit dem Radius p das Ergebnis

P _ =P
U = 2w~%. (12)

Der Umfang wéchst, anders als in der euklidischen Welt, nicht linear mit dem
Radius.
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5 Geometrie und Wirklichkeit
5.1 Der klassische euklidische Raum

Wenn ich ein rdumliches Koordinatensystem einfithre, nehme ich den Kurs-
raum als Modell; da sind Fuflleisten fiir die Achsen, Boden und Winde fiir
die Koordinatenebenen, und die Lote von einem Punkt auf eine Koordinaten-
ebene liefern die Koordinaten des Punktes. Da alle mit dem zy—System der
Ebene vertraut sind, macht das praktisch nie Probleme; man ist im Handum-
drehen beim R?® und kann die iibliche Theorie hochfahren und die iiblichen
Aufgaben rechnen. Die Anwendungsaufgaben spielen im Kursraum oder in
anderen Gebéuden, allenfalls kommen noch Schiffe oder Flugzeuge vor. Gera-
den und Ebenen lassen sich als Mengen von Koordinatenspalten beschreiben,
und damit kann man die Aufgaben rechnen. Von der Ursprungsgeraden mit
dem allgemeinen Vektor & = r¢/ benutzen wir dabei nur ein Stiick um den
Nullpunkt herum, obwohl wir ja innerhalb des Raumes R? fiir » auch 101°%°
einsetzen konnten.

Euklid stellte sich, wenn ich recht informiert bin, eine Gerade keineswegs
als unendlich langes Gebilde vor; er wollte nur, dass man sie in beiden Rich-
tungen unbegrenzt verlingern kann. Hat unsere Gerade

g={rZ|reR®} CR®

eine Entsprechung in der Wirklichkeit? Kénnen wir die z—Achse des Systems,
das wir in Form der Fuflleiste handgreiflich vor Augen haben, vier Millionen
Lichtjahre weit verfolgen?

Landvermesser verwenden Lichtstrahlen anstelle gerader Stangen, ob ein
Brett gerade ist, priift ein Tischler, indem er daran entlangschaut, und mit
Laserstrahlen kann man Punkte markieren und ihre Orte vermessen. Kénnte
man nicht die Achsen des Systems und die Lote auf die Fldchen mit Hilfe von
Lichtstrahlen realisieren? Abgesehen davon, wie man einen Lichtstrahl, der
Millionen von Lichtjahren lang ist, realisieren wollte, steht dem ein seltsames
Phénomen entgegen: Lichtstrahlen, die im Vakuum unterwegs sind, werden
durch Massen abgelenkt. So kann es geschehen, dass Lichtstrahlen, die von
einem Punkt eines weit entfernten Sterns ausgehen und auf dem Weg zum
Auge des Beobachters eine grole Masse auf verschiedenen Seiten passieren, so
abgelenkt werden, dass sie im Auge des Beobachters zusammenkommen.® Das
heifit: Eine Geometrie, die Lichtstrahlen im Vakuum als Geraden verwendet,
muss damit leben, dass zwei verschiedene Geraden mehrere Punkte gemeinsam
haben, und das ist eine hochst unerwiinschte Angelegenheit.

5.2 Uber Riemanns geometrische Ideen

Die Physik Einsteins fuft auf geometrischen Ideen Bernhard Riemanns. Ich
will den kithnen Versuch unternehmen, euch etwas dariiber zu erzihlen'®, und
ich beschrinke mich dabei auf den zweidimensionalen Fall. Fiir Riemann ist
das ein zweifach ausgedehntes Gebilde, eine Mannigfaltigkeit, bei der man
zwei Parameter p,q braucht, um sie zu erfassen. Fiir geniigend kleine Teile
davon kann man eine offene Kreisscheibe der euklidischen Ebene als Karte
verwenden.

Riemann verlangt, dass man in der Mannigfaltigkeit Lingen messen kann,
und das soll auf folgende Weise geschehen: Fiir jeden Punkt P der Mannig-
faltigkeit gibt es einen Satz F, F, G von Zahlen so, dass das Linienelement ds

9Leon (Lohse) nannte in dem Zusammenhang das Stichwort ,,Gravitationslinse“, und das be-
schreibt die Sache gut: Licht, das ein schwarzes Loch passiert, wird so abgelenkt, als ginge es durch
eine Sammellinse.

10Dabei stiitze ich mich vor allem auf das Buch von Jiirgen Jost, siche Literaturverzeichnis.
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in dem Punkt durch
(ds)® = E(dp)® +2F(dp)(dg) + G(dg)®

bestimmt ist. Diese Zahlen diirfen in verniinftiger Weise von Punkt zu Punkt
variieren.

Eigentlich wird durch Riemanns Konstruktion in jedem Punkt der Man-
nigfaltigkeit eine Tangentialebene angepappt. Anders als in der Gauflschen
Arbeit tiber gekriimmte Fléchen ist aber bei Riemann iiberhaupt keine Rede
mehr von einem Raum, in den die Mannigfaltigkeit eingebettet wére. Schon
Gauf} unterschied die Innere Geometrie einer Fliache, die von Dingen handelt,
die man durch Messungen innerhalb der Fliche untersuchen kann, von der
duleren Geometrie, die mit dem umgebenden Raum zu tun hat. Ein eukli-
discher Kéfer auf einem karierten Blatt kann nicht feststellen, ob sein Blatt,
im Raum angeschaut, auf einen groflen Zylinder gewickelt ist oder ob es well-
blechartig gebogen ist oder ob es wirklich eben ist.

Nun ist noch etwas iiber Geraden zu sagen. Es seien A und B Punkte der
Mannigfaltigkeit, und es gebe eine Kurve, die A mit B verbindet, also eine
verniinftige Abbildung ¢, die ein Intervall [a, b] in die Kreisscheibe, die wir als
Karte verwenden, so abbildet, dass die Kartenpunkte c¢(a) bzw. ¢(b) zu A bzw.
B gehoren. Dann ist die Lange der Kurve durch das Integral

[ VEGOF 2 000 + Gl W di

gegeben.!' Unter allen Verbindungsstrecken zwischen A und B gibt es welche
kiirzester Lénge, so genannte geodétische Linien, und es gibt eine Umgebung
von A, innerhalb derer es zu jedem B der Umgebung genau eine kiirzeste
Verbindung gibt. Diese geodétischen Linien i{ibernehmen in der Geometrie
Riemanns die Rolle der Geraden. Je nachdem, wie die metrischen Koeffizienten
E,F,G der allgemeinen Riemannschen Geometrie aussehen, handelt es sich
um unsere gewohnliche euklidische Geometrie oder um die Geometrie auf der
Oberfliache einer Kugel oder um die Geometrie des hyperbolischen Kéfers oder
um eine andere. Bei der euklidischen Geometrie ist die Besonderheit, dass es
zu je zwei Punkten A und B stets genau eine geodétische Linie gibt, die sie
verbindet; fiir jeden Punkt ist die Eindeutigkeitsumgebung immer gleich die
ganze Ebene.!?

5.3 Einstein

Was sagt die Physik zu der Riemannschen Geometrie, die unser Universum
beschreibt? Da sind wir in der Situation des Kéfers, der durch Messungen
herausfinden muss, ob in seiner Welt die Geometrie Euklids gilt. Einstein
lehrt, dass Masse den Raum kriimmt, Euklids Geometrie gilt in der N&he
grofler Massen also nicht. Der amerikanische Physiker Richard Feynman gibt
in seinem legendiren Lehrbuch zwei Beispiele'®. Sieht man die Erde als Kugel
aus homogenem Material an, misst ihre Oberfliche aus und errechnet daraus
den Erdradius, sagt Einstein voraus, dass der gemessene Radius grofler ist,
als er nach Euklid sein sollte, und zwar um, na ja, um 1.5 Millimeter. Bei der
Sonne wére der Radius immerhin einen halben Kilometer zu grofi.

" Dijeses Integral ist freilich leichter allgemein hingeschrieben als im konkreten Fall ausgerechnet,

zumal E, F und G auch noch von p und ¢ abhingen.

121m Januar 2014 besuchte ich mit Paul, Dominik, Joschka und Lucas einen Vortrag an der Uni
Paderborn: Professor B. Krotz sprach iiber gekriimmte Riume. Dieser Vortrag hat die Vorbereitung
dieses Mathematischen Samstags heute stark beeinflusst. Was ich hier iiber geodéatische Linien
sage und die Aussage, dass die anderen Geometrien Sonderfélle der umfassenden Riemannschen
Geometrie sind, stiitzt sich auf eine Antwortmail von Professor Krétz auf meine Anfrage, die er

freundlich und sehr prompt beantwortet hat.
13Seite 42-6. Das ganze Kapitel iiber Gekriimmten Raum ist faszinierend zu lesen.
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5.4 Schluss

Damit sind wir am Ende unserer Reise durch die Kéferwelt bis in die Tie-
fen des Universums. Wir haben Mathematik gesehen, die von zwei Méannern
im weltabgeschiedenen Géttingen in Siidniedersachsen erdacht wurde und die
zum mathematischen Fundament einer neuen physikalischen Weltsicht wur-
de. Und das alte Problem um Euklids Parallelenlehre erhielt auch gleich eine
abschliefende Antwort — aber das ist der Anfang einer neuen Geschichte.
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