Grundideen der Fourieranalyse

B. Waldmiiller
28. Oktober 2007

Inhaltsverzeichnis

1 Vorbemerkung 1
2 Die Grundaufgabe 2
3 Funktionenridume 2
4 Ubungen 3
5 Der diskrete Fall 4
6 Rekonstruktion eines verrauschten Signales 6
7 Spektralanalyse in der Physik und in der Technik (1) 6
8 Spektralanalyse in der Physik und in der Technik (2) 7
9 Lodsung einer Differentialgleichung 8
10 Nachbemerkung 9
11 Literaturhinweise 10

1 Vorbemerkung

Etwa zu Gauens Lebzeiten wirkte in Frankreich Joseph Fourier. Er beschéftigte sich mit physika-
lischen Fragen, zum Beispiel mit der Theorie der Wérme. Dabei stiefl er auf Differentialgleichun-
gen, und er hatte interessante Ideen, wie er diese 16sen konnte. Diese Ideen, die er in einem Buch
mit dem Titel Theorie analytique de chaleur beschrieb, wurden aufgegriffen und weiterentwickelt.
Fourierreihe, Fouriertransformation, FFT (fast Fourier transform) sind Begriffe, denen man héufig
begegnet, in der Mathematik wie in Anwendungen.

Ziel dieses Mathematischen Samstages ist, einen Einblick in Fouriers Ideen zu vermitteln und
zu zeigen, was man damit machen kann. Er wendet sich an Schiiler, besonders der Stufe 13. Sie
werden viele alte Bekannte aus dem Unterricht in einer neuen Umgebung wiedertreffen. Es versteht
sich aber von selbst, dass der ganze formale Apparat der Funktionalanalysis auflen vor bleiben
muss; in der Schule gibt es ja nicht einmal einen ausformulierten Stetigkeitsbegriff. Dafiir bietet
uns der Rechner die Moglichkeit, konkrete Beispiele ausfiihrlich zu behandeln.

Ich will nicht zuviel versprechen — niemand wird nach der Veranstaltung mit dem dort Gelernten
eine Firma fiir Harmonische Analyse aufmachen kénnen — aber auch nicht zu wenig: Fouriers Ideen
sind ein faszinierendes Spielzeug, und es lohnt, sich damit zu befassen.



Zwei Personen mochte ich besonders danken: Dr. Andreas von Rhein fiir wertvolle Hinweise zur
Anwendung Fourierscher Ideen in der Physik und Henrik Schumacher, der wieder einmal dafiir
sorgte, dass das Projekt ,Mathematischer Samstag am Soderblom—Gymnasium® nicht im Sand
des Alltagsbetriebes unterging. Dankbar bin ich auch den Leuten des laufenden Kurses der Stufe
13. Sie haben ihre Sachen so gut gelernt, dass ich mich ermutigt fiihle, hier iiber Fouriers Ideen
zu reden.

2 Die Grundaufgabe

Es sei eine periodische Funktion f gegeben, also eine Funktion mit der Eigenschaft f(x+L) = f(z)
fiir alle x fiir eine feste Zahl L. Diese Funktion soll als Reihe einfacher periodischer Funktionen der
Periode L geschrieben werden, das sind Funktionen der Form x — sin(k%”:v) und = — cos(k%“ac)
mit natiirlichen Zahlen k.

Um den Apparat moglichst einfach zu halten, beschrinken wir uns hier auf ungerade Funk-
tionen mit der Periode L = 2, dann kommen wir mit den einfachen Funktionen der Form z +—
sin(kmz) fiir natiirliche Zahlen & aus, und wir miissen sie nur auf dem Intervall [0; 1] betrachten.

3 Funktionenriume

Zwei Funktionen f und g, die auf dem Intervall [0; 1] definiert sind, kann man addieren und mit
einer reellen Zahl r multiplizieren. Das Ergebnis ist wieder eine Funktion mit dem Definitionsbe-
reich [0;1]: Der Funktionswert s(z) der Summe s = f + g ist natiirlich s(z) = f(z) + g(z), und
der Funktionswert p(x) von p = rf ist p(z) = rf(z). Fiir f = (2 + sin(rx)) und g = (z — 2?)
und 7 = 7 erhalten wir zum Beispiel

f+g=(x — sin(rz) + %) und 7f = (z — Tsin(nz))

Das ist dir im Kern nicht neu. Ich betone das hier nur so, um dich darauf aufmerksam zu machen,
dass sich die Funktionen auf [0;1] wie Vektoren benehmen, das heift, sie bilden einen Vektor-
raum.

Fiir unsere Vektoren hatten wir ein Skalarprodukt, und es liegt nahe zu fragen, ob man auch
fiir den Funktionenraum ein solches Skalarprodukt bilden kann. Das kann man in der Tat, wenn
man nur hinreichend verniinftige Funktionen zulésst. Und zwar definiert man

frge= / f(@)g(z) dx (1)

fiir hinreichend verniinftige Funktionen auf [0;1]. Dadurch hat man im Raum der verniinftigen
Funktionen auf [0; 1] Lingen, Winkel und Orthogonalitit! Du solltest jetzt nur nicht versuchen,
diese Eigenschaften etwa an der Graphen der Funktionen abzulesen; das geht ndmlich nicht. Aber
schau mal, es gilt das folgende Lemma.

1 Lemma
Fiir natiirliche Zahlen m und n gilt

1 ,
/ sin(mnz) sin(nrx) de = {? fiir m 7 n
0

5 firm=mn.

Das heifit, die Funktionen x ~ sin(kmz) fiir natiirliche Zahlen k haben alle die , Linge* 1/v/2
und sie sind paarweise orthogonal — im Sinne unseres Skalarproduktes.

Wie wir wissen, sind paarweise orthogonale Vektoren # 0 linear unabhingig, und man kann
sie recht bequem handhaben. Aus der ersten Aussage folgt, dass der Raum der verniinftigen
Funktionen auf [0;1] unendlichdimensional ist. Und mit der bequemen Handhabung verhilt es
sich so:



2 Lemma

Wir setzen
sk(x) := V2sin(knx) firkeN .

Dann gilt

0 firm#n

S * Sp =

1 firm=n
3 Lemma
Es sei

= arsi

k=1

eine Linearkombination von $1,...,S,. Dann ist

ak:f*sk
firk=1,2,...,n.

Die Sache lduft nun so. Es sei eine verniinftige Funktion f auf [0; 1] gegeben. Wir bilden dazu
die Funktion

fn= Z(f * 5k)Sk
k=1
Diese Funktion f, ist, geometrisch gesprochen, die Projektion von f auf den von s1,s2,...,s,
erzeugten Raum. Wenn man nun n grofl genug macht, wird der Unterschied f — f,, beliebig klein!
Man kann also f mit Hilfe der s; beliebig genau annihern.

Denke nur nicht, das sei offensichtlich; der grofle Euler traute der Sache nicht. Man muss die
Begriffe ,,verniinftig® und ,,anndhern“ prézisieren und beweisen, dass alle verniinftigen Funktionen
durch die s; beliebig genau angenéhert werden. Das wurde von Mathematikern nach Fourier
geleistet, angefangen von Dirichlet, Riemann und anderen, bis in unsere Zeit, und es ist eine
gewaltige Theorie gewachsen, mit der wir uns nicht befassen kénnen. Wir sehen uns Fouriers
Methoden an und arbeiten damit einfach an Beispielen.

4 Ubungen

Hier habe ich einige Ubungen zusammengestellt, die dir zu einer ersten Auseinandersetzung mit
dem Gegenstand helfen sollen. Wenn dir die ersten, eher theoretischen Aufgaben nicht zusagen,
ldsst du sie einfach weg.

Ohne Rechner kommst du nicht weit. Wir benutzen am Séderblom—Gymnasium jetzt MuPAD.
In dem Arbeitsblatt fourier.mn kannst du nachsehen, wenn du nicht weiterkommst.

Ubungen

1. Beweise die Lemmata, priife aber jedenfalls die Aussagen der Lemmata mit Hilfe von MuPAD
fiir konkrete Fille nach.

2. Im allgemeinen Fall benutzt man nicht nur die Sinusfunktionen, sondern auch noch Kosi-
nusfunktionen, weil man sonst nur ungerade Funktionen darstellen konnte. Das erhoht den
technischen Aufwand erheblich. Sehr elegant geht das Ganze aber wieder, wenn man kom-
plexe Exponentialfunktionen

e = (w — 62““”) mit k € Z

auf dem Intervall [0;1] benutzt. Die Beweise der Lemmas gehen dann erstaunlich leicht. —
Gib dich damit aber nur ab, wenn du mit komplexen Zahlen auf einigermaflen vertrautem
Fufle stehst.



3. Essei f = (z — 2?) und g = (z — 3x). Berechne f * g, |f| und den von f und g ,einge-
schlossenen Winkel“.

4. Stelle endliche Fourierreihen
folz) = Zaksk(x) = Zak\/isin(kwx)
k=1 k=1

fiir die folgenden Funktionen auf [0;1] auf und verschaffe dir anhand der Graphen einen
Eindruck von der Giite der Naherung. Lasse dir den Graphen der Nédherungsfunktion nicht
nur auf dem Intervall [0; 1] zeichnen!

(a) Es sei f die Funktion, deren Graph der Polygonzug mit den Eckpunkten (0/0), (1]1)
und (1|0) ist.

(b) f = (2 2(1 — 2))

(©) 1= (2= a(e - H(—1)

(@) f = (x> 2)

(€) f=(z—1)

(f) Es sei f die Funktion mit f(z) =1 auf [2; 2] und f(z) = 0 sonst.

5 Der diskrete Fall

Es mag ja sein, dass die Funktion f, die angenéhert werden soll, nur in Form einer Wertetabelle
vorliegt. Nehmen wir also an, es seien die n — 1 Werte

k
f<—> firk=1,2,...,n—1
n

gegeben. Wir suchen Zahlen a1, as,...,a,—1 so, dass
n—1
k k
; alSl(ﬁ) = f(ﬁ)

fir k =1,2...,n — 1 gilt. Dies lduft auf die Lésung eines (n — 1) x (n — 1)-Gleichungssystems
hinaus, der (k,!)—Eintrag der Koeffizientenmatrix ist

o (£) i)

Man kann den Rechner dieses Gleichungssystem 16sen lassen, klar. Aber hier liegt eine besondere
Situation vor: Fiir die Spaltenvektoren

sin(km/n)
sin(2km/n)
Sk = :
sin((n — 1)k /n)
gilt
fir o £
L @)

n fir k=



Daraus folgt, dass fir k=1,...,n—1

fem |
w=tax| | =Y s )
.
F(n = 1)/m)

ist, dabei steht * fiir das gewohnliche Skalarprodukt im R"~!. Der Zusammenhang mit dem in
Lemma 2 auf Seite 3 dargestellten Sachverhalt ist offensichtlich.

Wir fassen rezeptartig zusammen: Von einer Funktion f seien die Werte f(k/n) bekannt fiir
k=1,2,...,n— 1. Dann stellen wir f(z) auf [0; 1] ndherungsweise dar durch

n—1 n—1
x) = Zaksk(a@) = \/§Zak sin(l%r) (4)
k=1 k=1

mit

V23 ka J
_722: SN fir k=12 -1, (5)

Abbildung 1 zeigt ein Beispiel.
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Abbildung 1: Der Graph von f mit f(z) = z(x —2/5)(x — 1) im Intervall [0, 1] und der Graph der
endlichen Fourierreihe mit n = 20 im Intervall [0; 2]. Die Koeffizienten wurden mit der diskreten
Methode berechnet.

Ubungen

1. Wenn du dich mit komplexen Zahlen und insbesondere mit n—ten Einheitswurzeln auskennst,
kannst du versuchen, die Giiltigkeit der Gleichung 2 nachzuweisen. Benutze die Gleichung

sin(z) = — (e —e ™) |

1

i

man gewinnt sie aus der Euler—Darstellung
e = cos(x) 4 isin(z) .

Sonst kannst du die Giiltigkeit fiir konkrete Félle mit Hilfe des Rechners nachpriifen.

2. Berechne einige diskrete Niherungen fiir unsere Beispiele aus den ersten Ubungen und ver-
gleiche die Ergebnisse mit den dort erhaltenen.



6 Rekonstruktion eines verrauschten Signales

Ein Signal der Form y = z(z — 2/5)(z — 1), 0 < z < 1, wird gesendet und auf dem Weg zum
Empfinger durch zufillige Storungen iiberlagert. Wir wollen versuchen, das urspriingliche Signal
zu rekonstruieren.

Wir teilen das Intervall in n = 60 Teilstiicke gleicher Lange, berechnen die Funktionswerte
unter f der n—1 Teilpunkte und addieren zu jedem Funktionswert einen zufillig gewéhlten Fehler
zwischen —0.05 und 0.05. Das ist ziemlich viel, die Funktionswerte von f im Intervall [0; 1] liegen
ja nur zwischen —0.07 und 0.04. Zu dem Wertesatz der 59 verfilschten Werte berechnen wir die
diskreten Fourierkoeflizienten. Wir bilden aber nur die endliche Fourierreihe der Lange fiinf, die
anderen Summanden lassen wir weg. Ein Ergebnis zeigt Abbildung 2. Das linke Schaubild zeigt
den Graphen von f und den Polygonzug der Punkte, die korrekte z—Werte und verfilschte y—Werte
haben. Das rechte Schaubild zeigt den korrekten Graphen (schwarz) und das rekonstruierte Signal
(blau).

Abbildung 2: Rekonstruktion eines verfilschten Signals

Hinter unserem Vorgehen steckt die Idee, dass die zufilligen Stérungen sehr viel schneller
oszillieren als die Werte des Signals selbst, dass sie also die Koeffizienten der sin(kmz) mit groBem
k beeinflussen.

Natiirlich kann dieses Beispiel nur die Hoffnung wecken, dass so etwas funktionieren konnte.
Die Technik wird aber scheinbar praktisch benutzt, sie wurde vor einigen Jahren bei einem Tag
der Offenen Tiir an der Universitdt Paderborn demonstriert.

7 Spektralanalyse in der Physik und in der Technik (1)

Bisher haben wir eine Funktion f im Intervall [0; 1] betrachtet und in diesem Intervall ndherungs-
weise durch eine Funktion F' dargestellt, die eine Summe einfacher Sinusfunktionen war. Unser F’
war dann exakt periodisch, und zwar von der Periodenlinge 2. Wenn f nicht die Periode 2 hat,
koénnen wir mit unserem F auflerhalb des Intervalls [0; 1] wenig anfangen.

In Physik und Technik hat man mit Signalen zu tun, die in der Regel wegen Storungen nicht
exakt periodisch sind, und man fragt nach periodischen Anteilen des Signals. Stelle dir dabei unter
einem Signal etwas vor, was du als Kurve auf dem Bildschirm eines Oszilloskopes sehen kannst.
Das Wesentliche dabei ist, dass man die Perioden der Anteile nicht kennt.

In unserer Sprache klingt das so: Uns liegt eine Funktion f vor, die auf einem Intervall [a; b]
definiert ist, und wir suchen nach periodischen Anteilen unbekannter Periodenlédnge von f.

Um solche periodischen Anteile zu entdecken, betrachtet man die Funktion g mit

b
olt) = / @) (e —tyde (6)



Schauen wir uns die Sache an zwei Beispielen an: Nehmen wir zum einen f;(z) = sin(3z) mit
a = 0und b = 5 und zum anderen fo(x) = sin(3z)+sin(7x+2) mit a = 0 und b = 10. Die Graphen
von t — f05 f1(z)f1(z —t) dz und von t — folo f2(z) f2(x — t) dz sind in Abbildung 3 dargestellt.

s A

-1+

Abbildung 3: Graphen von ¢ — f05 fi(x) fi(z — t)dx (links) und von ¢t — folo fa(x) fo(x — t)dx
(rechts)

Obwohl der Graph im rechten Bild recht wild aussieht, ist aber doch die Differenz der (—Werte
benachbarter Hochpunkte fest, und zwar betrigt sie etwa 0.89. Der schneller schwingende Anteil
sin(7z + 2) von fo(z) hat die Periode 27/7 ~ 0.898. Die Ubereinstimmung ist kein Zufall. Man
bildet ja fiir jedes x das Produkt f(x)f(z — t). Der Graph zu y = f(z — t) ist der Graph von
y = f(z), um ¢ nach rechts verschoben. Bei einer periodischen Funktionen nimmt das Integral
g(t) immer dann ein Maximum an, wenn ¢ ein Vielfaches der Periodenlinge ist, und ein Minimum,
wenn t ein ungerades Vielfaches der halben Periodenlange ist. Durch Auswertung des Graphen
von ¢(t) mag man also periodische Anteile von f(x) entdecken.

Man kann nur auf Erfolg hoffen, wenn die Linge b — a des Integrationbereiches deutlich grofier
ist als die Periodenldnge des Anteils, den die Suche auffinden soll, und wenn die Amplitude des
Anteils, verglichen mit den Schwankungen des Restes, grof3 genug ist.

Ubrigens gehen Physiker tatsichlich in der hier angedeuteten Weise vor, sie sprechen dabei
von Autokorrelation des Signals.

Ubungen
1. Rekonstruiere die Graphen in Abbildung 3 und priife die Angaben nach, die im Text stehen.

2. Untersuche entsprechend f mit f(x) = sin(2x) + sin(3z + 4) + 1072 sin(10z). Wihle das
Intervall [a, b] selbst.

8 Spektralanalyse in der Physik und in der Technik (2)

Nach Gespriachen mit Sebastian und Henrik hatte ich den Eindruck, dass es ratsam sei, das vorige
Kapitel etwas zu ergénzen.

Nach Wikipedia arbeitet man in der Signalverarbeitung mit einer Testgrofle der Art

1T
o) = Jim o [ f@) (- tyde (7)
In der Praxis hat man immer nur Signale endlicher Liange, da kann man natiirlich keinen Grenzwert
fiir T — oo bilden. Dennoch ist es sinnvoll, den Grenzwert in die Definition zu schreiben, weil
man dadurch die Abhéngigkeit der Testgrofie vom Integrationbereich los wird. Man sollte den



Integrationsbereich moglichst grofl wahlen — das wollten wir ja bei der Wahl von a und b in
unserer Gleichung 6 auch beachten — mehr kann man wohl nicht tun.

Durch den Vorfaktor % in Gleichung 7 erreicht man eine Vergleichbarkeit der g(t)—Werte fiir
verschiedene T'. Im Idealfall hdngt g(t) fiir geniigend grofe T nicht oder kaum von T ab. Ferner
bewirkt der Vorfaktor, dass der Wert ¢(0) in gewissem Sinne die mittlere Leistung des Signals

bedeutet.

Wenn man nach einem praktikablen Messverfahren sucht, kann man an ein Interferometer
denken: Das Signal wird mit Hilfe eines Systems von Spiegeln in zwei Teile aufgespalten. Man
lasst die beiden Teile verschieden lange Wege zuriicklegen und iiberlagert sie wieder. Durch den
Gangunterschied kommt es zu Verstdrkungen und zu Ausléschungen der periodischen Anteile, die
man hofft beobachten zu konnen. Die Intensitéit des so verarbeiteten Signals steckt in einer Grofe

der Form )

(35) + 3 fw — 1) = 7@ + L f@) (@ — 1) + 1o~ 1)

Integriert man diesen Ausdruck nach x von —T" bis T', erhélt man im Wesentlichen wieder unsere
TestgroBe g(t) aus Gleichung 6; die Integrale iiber f(x)% und f(z —t)? sollten fiir geniigend grofie
T proportional zu T sein. Man landet also wieder bei der alten Testgrofie!

Nach dieser Diskussion der Testgrofie soll das g(t) in der Form von Gleichung 7 an einem
weiteren Beispiel erprobt werden. Es sei f(x) = 3sin(3z) + sin(7z + 2). Wir bilden die Testgrofie
g(t) tir T =5 und lassen uns y = f(z) und y = ¢g(¢) im Bereich [0; 10] zeichnen (siche Abbildung

m
AR

Abbildung 4: Graphen von y = 3sin(3xz) + sin(7z + 2) (links) und der zugehorigen TestgroBe g(t)
mit 7' =5 (rechts)

Wenn man die mit MuPAD erstellte Grafik anklickt, den Mauszeiger auf einen Punkt des
Schaubildes bringt und die linke Maustaste driickt, kann man die Koordinaten des Punktes ablesen.
So findet man, dass die z—Koordinate des vierten Hochpunktes im Graphen von y = ¢(t) den Wert
8.3728 hat. Dividert man 27 durch diesen Wert, ergibt das 3.001; das stimmt sehr gut mit dem
Vorfaktor 3 von x im Summanden mit der grofieren Amplitude iiberein.

In der Praxis benutzt man scheinbar Listen von Werten f(x) und f(x + ¢) und berechnet
Korrelationskoeffizienten zu den Listen. Ein grofler Korrelationskoeffizient ist ein Hinweis darauf,
dass man um ein Vielfaches der Periode eines periodischen Anteils verschoben hat.

9 Losung einer Differentialgleichung
Joseph Fouriers Differentialgleichungen waren sogenannte partielle Differentialgleichungen; in de-

nen kommen partielle Ableitungen nach verschiedenen Variablen vor. Ich erspare uns das mal und
zeige an einer gewOhnlichen Differentialgleichung, wie die Sache funktioniert.



Es sei also f eine verniinftige Funktion, und wir stellen uns die Aufgabe, eine Funktion y = y(z)
zu finden, die die Gleichung

v +y=f(z) (8)
erfiillt.

Wir denken uns nun y und f in Fourierreihen entwickelt:

Y= Zaksk(ac) und flz) = Z brsi(z) . 9)
k=1 k=1

Nun ist — und das ist der Clou des Ganzen —
si(z) = —k*n?sp(x)  firk=1,2,... . (10)

Wenn wir 3" bilden wollen, miissen wir die Reihe zweimal ableiten. Wir gehen nun einfach davon
aus, dass wir dies tun koénnen, indem wir die Summanden zweimal ableiten, wie wir es ja von
endlichen Reihen kennen, und dass die Summe zweier Reihen die Reihe iiber die Summe der
Summanden ist. In fritheren Zeiten hat man bedenkenlos so gerechnet, aber man musste lernen,
dass das schiefgehen kann und man Sorgfalt walten lassen muss. Wir erhalten jedenfalls dann fiir
die linke Seite der Differentialgleichung

y'+y= Z —k*mlagsy(z) + Z apsi(z) = Z (1= k*7) arsi(z)
k=1 k=1

k=1

Und das soll gleich der rechten Seite

f(x) = brsi()
k=1

sein, und das ist jedenfalls gegeben, wenn

(1 — kzﬂz)ak = bk

ist fiir k = 1,2,... . Der Vorfaktor von ay kann fiir keine natiirliche Zahl k den Wert 0 annehmen,
also ist
b ;
U = T35 firk=1,2,.... (11)

Wenn wir die by kennen, kénnen wir folglich eine Losung der Differentialgleichung angeben.

10 Nachbemerkung

Wir waren recht unbekiimmert und experimentierfreudig, und das miissen Forscher auch sein, wenn
sie Neuland betreten, sonst kommen sie nicht voran. In der Mathematik ist dann noch viel Arbeit
zu tun. Die Begriffe miissen prézisiert werden und die Voraussetzungen geklart werden, unter denen
die unbekiimmerten Schliisse zu garantiert richtigen Ergebnissen fithren. Ich verdeutliche das am
Beispiel der Differentialgleichung. Wir haben in der Regel endliche Fourierreihen verwandt, und
die stellten die gegebene Funktion nur ndherungsweise dar. Wenn wir das hier machen, ersetzen wir
die gegebene Differentialgleichung durch eine andere, geringfiigig verédnderte. Ist eine Losung der
veranderten Gleichung denn ,ungefihr® eine Losung der Ausgangsgleichung? Das ist keineswegs
garantiert, in der Numerischen Mathematik werden solche Fragen intensiv untersucht.

Zweitens: Wie realistisch sind denn die Beispiele gewesen? Klare Antwort: ich weifl es nicht.
Reale Probleme haben ihre eigenen Tiicken. Wenn ausgedachte Probleme zu guter Mathematik
fithren, ist das vollig in Ordnung — finde ich jedenfalls.
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